Calculer l'intégrale d’'une fonction sur un intervalle [a; b].

Calculer la valeur moyenne d’une fonction sur un intervalle [a; b].
Calculer une aire sous une courbe ou entre deux courbes.
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Le viaduc de Garabit dans le Cantal (en Auvergne) est un
ouvrage d’art ferroviaire qui a été concu par Léon Boyer, un
jeune ingénieur de la maison Eiffel, et qui a été construit
entre 1880 et 1884. Il permet le franchissement de la riviere
de la Truyere, sur la ligne des Causses. Ce viaduc a une arche

que 'on peut modéliser par une parabole, représentation
graphique d’une fonction du second degré.

lienmini.fr/10445-21

— Pour le découvrir Activité 1 p. 236
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E Primitives de quelques fonctions de référence
Dans le tableau, C désigne une constante réelle.

Intervalle R R R R R
Fonction X" ) cos(ax +b) sin(ax +b) 1

f(x)= n entier naturel Sigx e a#0 a0 X ¢
FrIaioves Lx"*‘ +C —cosx+C | sinx+C lsin(ax+b)+C —lcos(ax+b)+C Inx e

Foo)= n+1 a a

Voir aussi les primitives vues aux chapitres précédents : les primitives de f(ax + b) (connaissant
une primitive de f) et les primitives de u’u"; u’e"; u’cosu; u’sinu (n entier relatif) p. 220.

Vérifier les acquis de Premiére et des chapitres precedents

4] Pour chacune des questions posées, indiquer la bonne réponse puis justifier.

1. ABCD est un trapéze convexe, les cotés [AB] et

<Aide’
[CD] sont paralléles, AB=5, CD =7 et la hauteur 175 60 30 n
est égale a 5. Son aire, en unités d'aire, est égale a :
. F définie sur R par F (x) =4x*> + 2x— 3 est une A3 8x—2 42
primitive de f définie par f(x) = Al x 8x n
. Une primitive de f définie sur R par 2_6x—2 x4 A3 —92+5 4
f(x) =x* — 3x2 + 5 est F définie par F (x) = X bx 7 XX oo 2
. F la primitive de f définie sur R par 3 4 ees I 1 5 1 3
f(x) =2x+ sin 2x et vérifiant f(0) =2 est F (x) = ecos x2—5c052x+5 X2+§C°52X+5 n
. Une primitive F de la fonction f définie sur 3
]O;+oo[parf(x)=2+%estF(x)= 2x+3Inx+1 2x-=+1 2x+In(3x) n
. Une primitive de f définie sur R par X3 X3 X3
f(x)=x2+2e>" est F définie sur R par F (x) = EN 2e3! —3“"593"“ 3 6e**! “
Une primitive de f définie sur R par f(x) i 2 2
. =524 2x 2x 2
est F définie sur R par F (x) = 2x2 +1 W TS In(2x? +1) ﬂ

— Voir Corrigé p. 324
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Activités

Aire sous une voite avec GeoGebra - mémento GE%RA p. 319

(oJ:¥]{q ([ Calculer une aire sous une courbe — Cours 1 p. 238

On veut déterminer a l'aide de GeoGebra
I'aire sous la voute %6, c'est-a-dire la sur-
face hachurée sur la figure schématisée
ci-contre.

AB =80 et OS =60 (en métres).

1. On cherche I'équation de la courbe €
(en rouge). La courbe est une parabole,
représentation graphique de la fonction f
définie sur[—80; 80] parf (x)=ax?+bx+c.

f(0)=60 @
f(80)=0®@
Déterminer b et c a partir des équations @ et @. En remarquant que f’(0) = 0, obtenir a.

€ passe par B(80 ; 0) et a pour sommet S(0 ; 60). En déduire le systeme d'équations :{

2. On suppose maintenant que f(x) = _%Xz +60. (0S) étant un axe de symétrie, sl R2

on se restreint aux abscisses positives. L'aire sous la courbe est comprise entre celles 5 %{32 R3

des deux polygones 0Q,M,Q,M,Q;M;N, et OSR;M,R,M,R,M,R,B. “ //>(/

a. Reproduire la figure avec GeoGebra. » & s Re
b. Lire les aires de deux polygones et encadrer I'aire sous la courbe, puis sous la » // X

vodte. R p /
L'aire sous la courbe est appelée intégrale de la fonction f de 0 a 80. e
L'aire sous la vo(te est I'intégrale de la fonction f de —80 a 80. -

| Aire avec des trapézes - memento GE%RA p. 319

[o]:¥]{qj[J Estimer l'aire sous une courbe a 'aide de trapézes — Cours 1 p. 238

1. Ouvrir GeoGebra et tracer ¢, la courbe représentative de f définie par : "
f(x)= —%xz +60. T M

2. On veut construire plusieurs trapézes de méme largeur a sous la courbe 50 \
de 6. Créer le curseur K(1 < K < 30), K sera le nombre de trapézes. . \
3. Justifier B0 K =4 AN

6 quea=--. @ X
4. On numérote chaque trapeze par l'entier n, n variant de 1 a K. Créer " e
le curseur n. . N
a. On choisit K= 4. Calculer a puis placer les points M(na ; f (na)),N(na;; 0), 10
P((n—="1)a;0),Q((n—-1)a;f((n—1)a)) et créer le polygone MNPQ. Son aire P N B
apparait dans la fenétre Algébre. I B o e

b. Faire varier n. Les quatre trapezes devraient apparaitre successivement.
¢. On note s, l'aire de chacun des trapézes pour i variant de 1 a 4. Si s{ désigne l'aire totale, on écrira:

A=s5+5,+5,+5,= ZTS,. Calculer .

5. a. On choisit maintenant K= 20. Activer la fonction Afficher la trace et faire varier n de 1 a 20. Que remarque-t-on ?
b. L'aire s’ du polygone situé sous la courbe est la somme des aires de chacun des trapezes, on écrira o" = Zfosi.

(A’ =s,+5,+5,+...+5,). Calculer " al'aide de la fonction Somme de GeoGebra.

6. Faire varier K et conjecturer. Donner une valeur approchée de I'aire sous la volte.




Activités

Aire sous la courbe d’une fonction positive — mémento GE%RA p. 319

[o]:¥]{qj[8 Faire le lien entre intégrale et primitive — Cours 1C p. 240

1. Soit f la fonction définie sur [0 ; +<[ par f(x) =0,5x + 3.

a. Ouvrir GeoGebra, représenter f et créer le curseur X (0 < X < 20). 8 N/
b. Construire le polygone AMNB avec A(0; 0), B(0; f(0) ), M(X; 0) et N(X; f(X)).

Son aire s'affiche : poly 1. 4

c. Ouvrir la fenétre Graphique 2, y placer le point P(X ; poly1) avec la trace active. B

d. Faire varier le curseur, on obtient la courbe représentative d'une fonction F définie sur [0 ; +ee]. 2

e. En calculant l'aire du trapéze AMNB, déterminer F (x). Vérifier le résultat sur Graphique 2.

Que peut-on dire de f par rapport a F ? de F par rapportaf ? A M
2. On considére maintenant la fonction g définie sur [1; +o<[ par g (x) =l. ’ x2= 51 ‘ °
a. Représenter g et placer un curseur X (0 < X < 20). x o T

b. Pour déterminer l'aire sous la courbe, on utilise la fonction appelée Intégrale.

Instruction :[Intégrale[<Fonction>,<x min>,<x max>]|avec x min =0 et x max =X.

GeoGebra la nomme a. Ouvrir une seconde fenétre, y placer le point P(X ; a), avec trace activée.

c. Faire varier le curseur. On obtient une courbe représentative d'une fonction G définie sur [1; +o<[.
Vérifier graphiquement que G est une fonction connue. Que peut-on dire de g par rapporta G ?

d. Procéder de méme avec la fonction h définie sur [0 ; +<o[ par h (x) =€~

Valeur moyenne d’une fonction

(oJ:7/{qj/8 Calculer la valeur moyenne d’une fonction — Cours 3 p. 242

Une cycliste se déplace en ligne droite pendant 20 secondes. Sa vitesse est
représentée graphiquement sur la figure ci-dessous, le temps est exprimé en
secondes et la vitesse en m-s™'.

v(t)=t siost<>5
Ondonne:{v(t)=5 Si5<t<18

v(t)==2,5t+50 si0<t=<5

Vitesse
r—

T T > Temps
5 18 20

35
]

o

1. a. Ladistance parcourue entre les instants t, et t, est l'intégrale de la vitesse entre ces instants. Quelle est la distance
parcourue entre les instants t, =0 et t,=57?

b. En déduire la vitesse moyenne de la cycliste entre les instants 0 et 5. Rappel : v, , = = ou d représente la distance
parcourue et t la durée.

2 1¢s
c. Vérifierquev,,,, _g'[ov(t)dr.
2. Mémes questions avec t, =0 et t,= 18, puis avect, =0et t,=20.

R . . ) L
On généralisera cette formule : la valeur moyenne d’une fonction f sur un intervalle [a; b] est égale a B—aj f(x)dx.
= a
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' 1 > Intégrale d’une fonction positive

@ Intégrale d’une fonction positive sur un intervalle

PJLENTEIES Le plan est muni d’'un repére orthogonal A

> >

(O L) ) On appelle unité d’aire, notée u.a. l'aire du rectangle j’
OIKJ, les points |, J, K ayant pour coordonnées respectives /| 142
(0, (0;: el 1)

OF 7 |

> >
EXEMPLE - Si (O;i,j) est un repere orthogonal d'unités graphiques 3 cm en
abscisses et 2 cm en ordonnées alors 1 u.a=2x3 cm?=6 cm?

BLTTTTE® Soit f une fonction positive sur un intervalle [a; b] de R et €

> >
sa courbe représentative dans le repére orthogonal (O;i,j). On appelle

b

intégraledef deaabeton notej f(x)dx, 'aire, exprimée en unités d'aire,
a

du domaine 9 du plan délimité par:

- I'axe des abscisses ;

«la courbe ¢ ;
- les droites d'équation x=aetx=b.

— Voir Exercice résolu 1

Approximation d’une intégrale

Soit f une fonction positive et croissante sur un intervalle | de R.
On appelle € sa courbe représentative dans un repére orthogonal.

b
Lintégrale de a a b de la fonction f, notée | = J f(x)dx, est égale a l'aire de la
a
partie du plan située sous la courbe 6.
b
Pour estimer | = J f(x)dx, on construit n rectangles de largeur Ax situés sous
a

la courbe € (figure 1) et au-dessus de 6 (figure 2).

Notons g, g,, ..., q, les aires des nrectangles orange ets,, s,, ..., s, cellesdes n
rectangles verts.

g, =f(x,)xAx, ...,q, =f(x,) X Ax ;de méme, s, =f(x,)x Ax, ...,

Sn =f(Xn+1)XAX'

Onécrira:q, =f(x,)x Axets, =f(x,,,)xAx,1<i<n.

| est compris entre la somme des aires de rectangles orange et la somme des
aires des rectangles verts. On note :

Gt G+ 4G, =), G ets +. 5+ 5, =S,

Zfs, selit«sommede 1andess,».

On écrira :ZZqi </ $2:75,..

REMARQUES

- Si f est positive et décroissante, on procéde de la méme maniere en faisant
attention a la hauteur des rectangles.

- Si f n'est pas monotone, on découpera l'intervalle d'intégration en plusieurs
intervalles, la fonction f étant monotone sur chacun des intervalles.

— Voir Exercice résolu 2

-Onditque aet b sont les
bornes de l'intégrale.

- La variable x est appelée
variable d'intégration.

Cette variable peut étre notée
indifféremment y, ¢, 6...

J:f(x)dx = Jff(y)dy
= j:f(t)dt
:j:f(e)dez...

On dit que la variable d'inté-
gration est « muette ».

Domaine 9

Q ¥—t—

X X Mg ooX, XK X X
=a =b
Figure 1

- —T T >
X, X, X3 X, Xs Xg X
=a =b

Figure 2



Méthode

1 Calculer des intégrales
d’une fonction affine par intervalles

‘ Méthode Pour calculer
des intégrales

d’une fonction affine
par intervalles

La représentation gra-
phique ci-contre est celle
d’'une fonction numé-

rique f définie sur l'inter-
© Ons'assure que f = 0sur[-5;6].

valle [-5; 6].

Calcoler [esintéarales @ On calcule aire du domaine situé
5 g ’ «sous la courbe » en utilisant les formules

1. Lf(t)dt 2. J. d‘aire des polygones remarquables.

‘ Solution

6 1 1
1. Lintégrale J f(t)dt est égale a l'aire du triangle EE'F donc : jef(t)dt =5X EE’XE'F= 5% 3x3= g

(0C+D'D) 4+3
- 2

2. L’mtegralef (t)dt est égale a l'aire du trapéze OD’'DC donc: _[ t)dt= xOD’:Tx2:7.

3. Lintégrale J:Bf(t )dt est égale a la somme des aires des trapézes B'OCB et OD’DC donc:
J:f(r)dtz (B B;OC) (0C’+D’D) 1+4 15 29

x 0D’ = 5 ——X3+7=—+47=—

xB’O+
2 27

— Voir Exercices 16 a 18 p. 248

2 Calculer la valeur approchée d’une intégrale
d’une fonction positive par la méthode des rectangles

Soit f la fonction
définie sur R par

' Méthode Pour calculer la valeur approchée d’une
intégrale par la méthode des rectangles

f(x)= X_2+ 1 © On partage l'intervalle en n intervalles de méme longueur.
4 @ On construit sur chaque intervalle le rectangle sous la

Donner une valeur courbe.

aEprochée de Vi © On calcule la somme des aires des rectangles situés « sous
Iof(x)dx en décou- VNN la courbe ».

0,5 ) . . L

pant l'intervalle [0; 3] . VI N O On fait de méme avec les rectangles situés « au-dessus de
en six intervalles. 005 1 15 2 25 3 x la courbe ».
‘ Solution

3
Les rectangles sous la courbe de f ont pour largeur == 0,5 et pour hauteurs respectives f (0),f(0,5), ..., f(2,50). Posons

x,=0,%,=0,5,..., xs =2,5et x, = 3. L'aire des rectangles sous la courbe est la somme des aires de chaque rectangle:
Z f(x,)xAx = f(0)><0 5+f(0, 5)><O 5+f(1)x 0,5+ f(1,5)x0,5+f(2)x0,5+f(2,5)x0,5

=1x0,5+:;><0 54+—x0, 5+2 x0,54+2x%0, S+1461><O,5=4,71875.

3 . 3
Les rectangles au-dessus de la courbe de f ont aussi pour largeur e 0,5 mais ils ont pour hauteurs respectives f(0,5),

f(1),...,f(3). On calcule de la méme maniére la somme des aires des rectangles au-dessus de la courbe :
£(0,5)%0,5+f(1)x0,5+f(1,5)%0,5+f(2)x0,5+f(2,5)x0,5+f(3)x0,5= Y - [F(x,,,)% 0,5] = 5,843 75.

On en déduit que 4,718 75 <J x)dx < 5,843 75.

l+1

— Voir Exercice 25 p. 248
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@ Intégrale et primitive

Dans l'activité 3, on a conjecturé que la fonction F qui donnait l'aire sous la
courbe entre 0 (ou 1) et X était une primitive de la fonction f. En généralisant :

Soit f une fonction monotone sur un intervalle [a; b].
La fonction F: x J.xf(t)dt est dérivable sur [a; b] et F’(x) =f(x) pour tout
x appartenanta [a; b].

REMARQUES

- Ce résultat reste valable pour une fonction f non monotone sur [a; b]. On
décompose cet intervalle en une réunion d'intervalles tels que, sur chacun de
ceux-ci, f soit monotone.

X
- Dans l'intégrale J f(t)dt, la variable d'intégration doit étre différente de x.
a

Soit f une fonction positive sur un intervalle [a; b] de R.
b
Soit F une primitive de f sur [a; b]. On a alors :f f(x)dx=F(b)—F(a).

EXEMPLES

2 3 3 2:
e | X[ 22 08 Poogae I | L 1
J.Oxdx 3,373 3 _[)e dx = 2e 0— e .

REMARQUE « Le nombre F (b) — F (a) est indépendant du choix de la primitive F
de f. En effet, soit G une autre primitive de f, il existe un unique réel k tel que
pour tout x de [a; b], G (x) =F (x) + k. Alors :
G(b)—G(a)=[F(b)+k]—[F(a)+kl=F(b)+k—F(a)—k=F(b)—F(a).

— Voir Exercices résolus 3 et 4
@ Intégrale d’une fonction de signe quelconque

On utilise la formule be(x)dx =F(b)—F(a), valable pour une fonction posi-

tive, pour définir I'intégrale d'une fonction de signe quelconque.

Soit f une fonction sur un intervalle [a; b] de R.
b
Soit F une primitive de f sur [a; b]. On a alors :I f(x)dx= F(b)—F(a).

EXemPLES

4 4 a4

-J.:X3dx:[x—4:|2 22_(—1)4_E -I:cos(e)dez[sin(e)]g=sinn—sin0:0.
1

4 |

REMARQUES

- Comme le montre le deuxiéme exemple ci-dessus, on peut avoir_[bf(x)dx =0
sans que f ne soit nulle sur l'intervalle [a; b]. ‘

- Certains logiciels et les calculatrices scientifiques nous permettent d'obtenir
une valeur approchée voire exacte d'une intégrale. Instructions :

GeoGebra :[Intégrale[<Fonction>, <x min>, <x max>]

Tl: 19 fnlnt(f(X),X,xmin,xmax)|
Casio : menu RUN OPTN CALC syntaxe:

(f(x), xmin, xmax)|

—

On écrit :

[ FO0dx=[FO0).
=F(b)—F(a).




Méthode

3 Calculer une intégrale a l’aide d’une primitive

Calculer les intégrales suivantes : ' Méthode Pour calculer une intégrale a I'aide d’une primitive
3

1. 1= (3x*+4x+5)dx
! © On recherche une primitive F de la fonction f. Pour déterminer une

primitive d’une fonction f :

z T - si f s'exprime sous forme d’une somme, on cherche une primitive pour
3. szZsm 2x—— |dx

2. J= J.LZe"dx

chaque terme de la somme;

2 2x - si f slexprime sous forme d’'un produit, on cherche a utiliser les formules
4.l :j e B ;
0x2+4

‘ Solution

1. Une primitive de la fonction f : x— 3x?+4x + 5 est la fonction F : x— x3 + 2x> + 5x. Donc :
3
I=I1(3x2+4x+5)dx=[x3+2x2+5x]13:(33+2 X 3245 x 3)—(P+2 x B+5 x 1)=52.

2. Une primitive de la fonction f : x = 2e* est la fonction F : — 2e*. Donc: J = I;Ze"dx =[2e*]; =2e-2.

u
u'u"u'eu,—.
u

@ On calcule F(b)—F (a).

3. Une primitive de la fonctionf : x — sin(Zx —%j est la fonction F: x — —%cos(Zx —g) Donc:

z T 1 i 72[ 1 21 1 T 1 1 1
— 2 i _—— _— — - — = —_—— _— —_— B = — _———
K ’OSIH(ZX 3jdX |: 2COS(2X 3)j|0 = Ccos 3 |: COS( 3):|— I 3

4. Une primitive de la fonction f : x —

’

X 5 e u
i est la fonction F : x — In(x*> + 4) car f peut s'écrire sous la forme . avec

’ > 2
u(x)=x*+4etu’(x)=2x:la primitive deu— est Inu. Donc: L :_[ Z—X
u 0x2+

; dx=[In(x2+4)]:=In8 —In4 =In2.

— Voir Exercices 27 a 36 p. 249

4 Calculer une intégrale, une primitive étant donnée

o . Méthode Pour calculer une intégrale, une primitive étant
Soit I’|ntegrale/=j1(2x+1+lnx)dx etla donnée

fonction F définie sur ]0 ; +oo[ par:
F(x)=x*+xInx.

1. Déterminer F’, la fonction dérivée de F.

2. En déduire la valeur de l'intégrale /.

‘ Solution

1. Lafonction x = x2 a pour fonction dérivée x > 2x.

© On ne connait pas de primitive de la fonction a intégrer, on suit
I’énoncé qui nous donne des pistes.

@ On est trés attentif a I'expression « en déduire » qui signifie que les
résultats de la question précédente doivent étre utilisés.

= > o 1o
La fonction x — xInx a pour fonction dérivée x > 1xInx + x X — soit x = Inx +1.
; X
F'x)=2x+Inx+1=2x+1+Inx=f(x).
2. On remarque que F est une primitive de la fonction f donc:
= J:(2x+1+lnx)dx =[x2+xInx]; =(e?+elne)— (¥ +InT)=e> +e—1.

— Voir Exercices 37 a 39 p. 249
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' 2 > Propriétés de U'intégrale

@ Positivité

Soit f une fonction définie sur l'intervalle [a; b], avec a < b.
b
Sif(x)= 0 pour tout réel x de l'intervalle [a; b], alors J f(x)dx=0.

Soit f et g deux fonctions définies sur 'intervalle [a; b], aveca < b.
Sif(x) = g(x) pour tout réel x de l'intervalle [a; b], alors :

[fo0)dx= [ g(x)dx

Linéarité

BT Soit f et g deux fonctions définies sur l'intervalle [a; b] et soit
k une constante réelle. Alors :

[ (F(x)+g(x))dx = [Foodx+[Tgadx - (kf(x))dx =k] "F(x)dlx

— Voir Exercice résolu 5

@ Relation de Chasles

Soit f une fonction définie sur Iintervalle [a; b] et soit c un réel
quelconquede [a;b].Ona:

[FO0dx = [ FOx)dx +] “F(x)dx

Illustration : si f est une fonction positive sur l'intervalle [a; b], l'aire colorée
est la somme des aires des domaines %, et %,.

COoNSEQUENCE » Soit une fonction f définie sur R, périodique de période T, et

soit a un réel quelconque,fz+rf(x)dx=J2f(x)dx. 8F o T i

' 3 > Valeur moyenne d’une fonction sur un intervalle

BT Soit £ une fonction définie sur un intervalle [a;b] de R. On

appelle valeur moyenne de f sur l'intervalle[a, b]le nombre réel m:
1 b

m:m af(X)dX

REMARQUES

- Cette formule reste vraie sia > b.

- Pour définir une valeur moyenne, il faut deux éléments : une fonction «inté-
grable » et un intervalle.

Illustration : I'aire du rectangle AA,B,B est égale a l'aire colorée en vert.

— Voir Exercice résolu 6




Méthode

Utiliser la linéarité
pour le calcul de U'intégrale d’une fonction

on considere less mtegrales ‘ Méthode Pour utiliser la linéarité pour le calcul
1 de l'intégrale d’une fonction

/= _[ —dx etK = j dx.
i M “2 € Comme Iénoncé le sous-entend, on ne calcule pas les
2' c;ntlrer lqut? K,_/ IJ' o intégrales /, J, K lors de la premiére question.

+ Calculer les intégrales /et J. En deduire K. Q Pour / et J, on cherche les primitives mais on ne connait
pas de primitive de la fonction x — e donc on suit la
méthode proposée par I'énoncé.

‘ Solution
P | 4 1 4 1 4 1 4
JJ—-K= = = e =] ——=dx=[In(x-2)]; =In2—=InT=In2-0=1In2.
1. 1-K LX_zdx Jax+2dx 3()(_2 x+2)d _[3X_2 x =[In(x-2)]; =In2~In1=In n
s 1 5
LN =~ X+2 _ X=2 - 4 De méme, —— est de la forme - avec ux)=x+2et
x-2 x+2 (x=2)(x+2) (x+2)(x-2) x2—4 X+2 u
4 u’(x)= 1 Donc une de ses primitives est Inu.
EiE —4dX=K' —J —dx [In(x+2)]; =In6—In5=In2+In3—1In5.
Donc K=1-J (linéarité de l’intégrale) I : : : | |
1 K=/—J= n2—-(n2+In3-In5)=In5-1In3.
2. —— est de la forme u_ avecu(X)=x—-2etu’(x)=1. ( )
Donc une de ses prlmmves est Inu.

— Voir Exercices 40 a 43 p. 249

6 Calculer la valeur moyenne d’une fonction

Les distances sont exprimées en metres, le temps en secondes et la vitesse en ' Méthode Pour calculer

1 Olivia et O | | f d . di la valeur moyenne
m-s. : ivia et sc’ar veu enAt t,ester Ies.per ormances u’ne voiture radiocom- d'une fonction
mandée sur un départ arrété. lls réalisent sur une durée de 10 secondes le
relevé de v1tesse ci-dessous. Ils admettent que @ La distance parcourue entre les
wu(t)= 2t—— pour0 <t<3 y instants t, .et t fest égale a l'intégrale

de la fonction vitesse entre t, et t,.
v()=3 pogr 3sts<8 @ La vitesse moyenne est donnée par
T e v(t):15—§t pour8 < t=10.

N la formule du cours B—}aj:f(x)dx.
1. Calculer la distance parcourue

les 5 premiéres secondes. O
2. Calculer la vitesse moyenne L sur les 10 secondes.

‘ Solution

1. La vitesse est la fonction dérivée du déplacement. Pour calculer la distance parcourue, on calcule l'intégrale :

5 t3 3 33
jov(t)dt=j dt+j dr_j 2r——dt+j 3dt_[r2—3] +3x2= (32—3) 0+6=12.
0

2 =g <[ VO =g x| [y [van [ucyar

1 [ g 8 1 Bl 11
_WXUO(Zt—?)dt+L3dt+J.8 (15—§tjdt}—ﬁx{6+3x(8—3)+[15t—zt} =15X24=24.

8

i
3

— Voir Exercices 44 a 49 p. 250

CHaPITRE 11 » Intégration @




' 4 > Calculs d’aires S ——

@ Aire d’un domaine limité une courbe .
- . L. L J1ua
La symétrie axiale conservant l'aire, on en déduit : e
; . . , " O |1

Soit f une fonction négative sur un intervalle [a; b] de R (a < b).
L'aire de la partie du plan limitée par la courbe 6, 'axe des abscisses et les droites
d'équations x=a et x=b est égale, en unités d'aire, a:

b b

[ =F(x)dx == F(x)dx.

a a
ExemPLE - f est la fonction définie sur R par f(x) = x2 — 2x. La fonction f est
négative sur l'intervalle [0 ; 2] donc l'aire exprimée en unités d'aire de la surface 7
colorée en vert est égale a: o

2 2 X3 (8 4
‘Sﬁ:jo—f(X)dX:J‘o(—Xz +2x)dx:[—?+XZL=(—§+4)—0=§.

Aire définie par la représentation graphique
d’une fonction changeant de signe

Si la fonction change de signe, on découpe l'intervalle d'intégration en plusieurs
intervalles, la fonction gardant un méme signe sur chacun.
Laire totale est la somme des aires de chacun des domaines.

ExempLE - Sur la figure ci-contre, I'aire totale a pour expression, en unités Yhk T T T T 1T

daire: N -

o= [ F()dx— [ Fdx+ [F(x)dx A+
a b é

On notera le signe «—» devant l'intégrale de b a ¢ puisque la fonction f O f7a &N

est négative sur l'intervalle [b; c].

— \oir Exercice résolu 7

@ Aire entre deux courbes

Soit f et g deux fonctions définies sur un intervalle [a; b] de R (a < b) telles que
f(x) < g (x) pour tout x vérifiant a < x < b. L'aire de la partie du plan limitée pas
les courbes 6,6, et les droites d'équations x=a et x=b est égale a:

st= [ ()~ F(x)a.

Cette formule est vraie, quels que soient les signes des fonctions f et g sur
l'intervalle [a; b].

ExempLE - Les fonctions f et g sont définies sur ]0;+oo par f(x)=x— 2 et
g(x)= % Pour tout x de l'intervalle [1; 2], f(x) < g (x) donc l'aire exprimée en
unités d'aire de la surface colorée est égale a:
2 2[ 1 2 (1
L [g(x)—f(x)]dx = '[1 [;~(x —2)}dx = L (;— X+ Z)dx
=(In2—=2+4)—(0-0,5+2)=In2+0,5

(@ N

— Voir Exercice résolu 8




Méthode

Calculer une aire associée a une fonction

changeant de signe
' Méthode Pour calculer une aire
associée a une fonction

changeant de signe

Soit f la fonction définiesur [0; 2n] par y A
f(x)=sinx.
1. CaIculerl:Jsz(x)dx_

2. Déterminer l'aire de la surface colorée
en bleu.

' Solution

2n 2n
1l= jo f(x)dx= Jo sinxdx =[-cosx]." = —cos(2n) - (~cos0) = ~1—(-1)=0.
Lintégrale est nulle bien que la fonction f ne soit pas identiquement nulle, on peut déja conjecturer que l'aire de la
question 2. ne sera pas nulle.
2. La fonction sinus est positive sur l'intervalle [0 ; ] et négative sur l'intervalle [rt ; 2xt] (résultat connu), donc:

Q@

@ On détermine lesintervalles sur lesquels
la fonction a un signe constant.

@ On calcule I'aire de chacun des domaines.
€) On effectue la somme de ces résultats.

4,

o= j:sinxdx+ Jin— sinxdx =[—cosx ]} +[cosx 2" =[-cosm—(—cos0)] + [cos2n—cos ] = [1—(-1)] + [1-(=1)]

— Voir Exercices 50 a 53 p. 250

| 8 Calculer une aire entre deux courbes

‘ Méthode Pour calculer une aire
entre deux courbes

5 @ On s'assure que f(x) — g (x) est positif sur
I'intervalle [a; b].
—— @ On calcule l'intégrale.

Soit les fonctions f et g définies surR Y 1
par f(x) =—0,5x*+ 2x + 1
etg(x)=0,5x*—5x+7.

1. Calculer les coordonnées des points >
A et B, points d'intersection des courbes —
6, et 6, On admet que A a pour abs-
cisse 1.

2. Déterminer l'aire du domaine colorié.

' Solution

1. Les abscisses des points A et B sont les solutions de I'¢quation f(x) = g (x).
f(x)=g(x) & —0,5x*+2x+1=0,5x*—5x+7
& —x2+7x-6=0
S x—1)(=x+6)=0
& x=1oux=6
f(1)=g(1)=2,5etf(6)=g(6)=—5.
Les points ont pour coordonnées A(1; 2,5) et B(6; —5).
2. f(x) — g (x)=—x 2+ 7x—6 est un polynéme du second degré qui a pour racines 1 et 6 et qui est donc positif sur [1; 6].
On peut appliquer la formule de calcul d'aire :

X3 7 ® 125
A= _[ ))dx = j -x?+7x—6)dx = [—?+Ex2—6xi|1=?,

— Voir Exercice 54 p. 250
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l 1 > Intégrale d’une fonction positive y

® Ibf(x)dx, l'intégrale de a a b de la fonction positive f, est égale a l'aire du

domaine 9%, exprimée en unités daire (u.a.).

@ Si F est une primitive de la fonction f sur [a; b] alors : | Domaine &

[F(x)dx=[F(x)[; = F(b)-F(a) e

O Al L G v
x Y

l 2 } Propriétés de Uintégrale

@ Sif est positive sur [a; b] avec a < b alors: Ibf(x)dx =0

® [*(F()+g(x))dx = F(x)dx+ [ g(x)dx

® [ (kF(x))dx =k F(x)dx , ¥
® [F(x)dx=[ F(x)dx-+ [ F(x)dx T
o
(@)
l 3 > Valeur moyenne d’une fonction sur un intervalle y

[ve]
i -

@ Soit f une fonction définie sur [a; b]. La valeur moyenne de f sur [a; b] est:

=
m=—b_ajaf(x)dx-

yk T T 17 17 17 1T T T
B
1 ! : =
S f 11| J
O|7 a Domaine? b x >
\ L 7 Olira b
oo AR (el
- b £ )dx bf G i bf SR df 5 A=j:(g(x)—f(x))dx
= —_ =— = — -
'[" (x) -[" (x) Ja (x) -[b () I‘ (x) si f(x) < g (x) pour tout x de [a; b].




