Utiliser le logarithme décimal pour résoudre une équation du type a*= b ou x*=b d'inconnue x
réelle, une inéquation du type a* < b ou x* < b dinconnue x réelle ou du type a” < b dinconnue n

entier naturel.
Utiliser les propriétés algébriques de la fonction logarithme décimal pour transformer

des expressions numériques ou littérales.

On estime le niveau sonore d’'une moto aux alentours Lucy Glockner

de 90 décibels. Le seuil de douleur de l'oreille humaine L
se situe a environ 120 décibels. )

| lors de son exploit
| au bol d’Or 2017.

— Pour le découvrir Act



Pour retrouver les automatismes

Revoir les acquis de Seconde et de Premiére

n . Diaporama

Calculer avec des puissances

............. . 12diapos“ives Eﬁm
Soit n un entier naturel. pour retrouver
< 10"=10...0 (1 suivi de n zéros). ses anlomyne: [a)(]

* 10"=0,0...0 1 (n chiffres a droite de la virgule).
ExempLES : 108 =1 00000 000; 10 =0, 000 1.
Soit a un nombre réel non nul et m et n deux entiers relatifs.
am
an
- (am)"=amn «a’=1

lienmini fr/10445-61 |

. amx a'=qmn N

— am—n

ﬂ Sens de variation d’une fonction

Soit f une fonction définie sur un intervalle | de R. Soit a et b deux nombres réels appartenant
al'intervalle I.

- Dire que f est croissante sur l'intervalle | signifie que : si a < b, alors f(a) < f(b).

Les images sont rangées dans le méme ordre que les nombres a et b.

- Dire que f est décroissante sur l'intervalle | signifie que : si a < b, alors f(a) > f(b).

Les images sont rangées dans l'ordre contraire de celui des nombres a et b.

- Une fonction monotone sur un intervalle | est une fonction soit croissante sur |, soit décroissante
surl.

Verifier les acquis de Seconde et de Premiére

m Pour chacune des questions posées, indiquer la bonne réponse sans utiliser la calculatrice

puis justifier. g
. .| b m (S
1. —103 est égal a: —0,001 0,001 1000 n
2.3,1x10%est égal a: 3100 31000 310000 iF
3. (2*x2) est égal a: 2 2 2 [ 1 |
4. 10 x 10° est égal a : 102 104 102 Y |
5.2,5x 107 est égal a : 0,025 ~0,0025 0,002 5 [ 1 |
. . . décroissante n'est pas
6. La fonction cube est: croissante sur R. Sf R monotone sur . ﬂ
7. On sait qu'une fonction f est croissante deeroissanite _ nest pas
sur un intervalle I. Alors la fonction croissante sur . n
surl. monotone sur |.
2f 1 x— 2f(x) est :

— Voir Corrigé p. 324
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Une nouvelle fonction E SCIENCES NUMERIQUES ET TECHNOLOGIE

Un virus informatique se propage sur les ordinateurs via un email comportant
une fausse piéce jointe : un clic pour ouvrir la piéce jointe contamine l'ordinateur
ol est lu le message. On estime que chaque heure, le nombre d'ordinateurs infec-
tés est multiplié par 10. La ville de Downtown, ou se propage le virus, compte plus
de 50 000 ordinateurs, que ce soit chez les particuliers ou dans les entreprises.

1. On note a, le nombre d'ordinateurs infectés a la nieme heure. On pose n=0
I'instant ou le premier ordinateur a été infecté. Ainsi a, = 1.

a. Déterminer les valeurs des termes a, et a,. Quelle est la nature de la suite (a,) ?
b. Exprimer a, en fonction de n.

2. On considére la fonction f : x — 10* définie sur [0 ; 10]. Reproduire et compléter le tableau de valeurs ci-dessous :

X 0 1 2 4 5

f(x) 1000

3. On appelle fonction logarithme décimal la fonction notée log, et définie sur ]0 ; +<<[ telle que log(10") = x.
Ainsisiona 10*=youy >0, alors log(y) = x.

Réciproquement : si, pour y > 0, log(y) = x, alors y = 10%.

Exemple :l1og(10%) =3 ;log(10%) = 2.

Quelle est la valeur de log(1) ? de log(10) ?

4. a. Al'aide de la calculatrice et de la touche log, recopier et compléter le tableau suivant en arrondissant
éventuellement log(y) 20,01 prés :

y 10 000 20 000 30000 40 000 50 000 55000 60 000
log(y)

b. En utilisant ce tableau, dire au bout de combien de temps seront infectés tous les ordinateurs de la ville.
Donner le résultat en heures, puis en heures et minutes.
De quelle équation ce résultat est-il une solution approchée ?

. Une fonction croissante &

Soit la fonction f définie sur l'intervalle 10 ; +o<[ par f(x) =log(x).
f est la fonction logarithme décimal.

1. Tracer a I'écran de la calculatrice la courbe de la fonction f sur l'intervalle ]0; 10].
2. Quel semble étre le sens de variation de la fonction logarithme décimal ?

3. On admet que la fonction logarithme décimal est croissante sur l'intervalle |0 ; +eof.
a. Comparer les nombres suivants:

« log(3,5) etlog(3,05); B log(\/z) etlog(1,4); « log(3) et log(m).
b. Sachant que log(1) =0, en déduire le signe de log(x) lorsque x > 1 et le signe de log(x)
lorsque x < 1.

c. En déduire le tableau de signes de la fonction logarithme décimal sur 0 ; +oo[.




Ou 'image d’un produit est la somme des images

(¢J:7]{9]/38 Connaitre les propriétés algébriques de la fonction logarithme décimal — Cours 2 p. 80

Partie A
1. On sait que log(10") = x et que log(10”) = y. A quoi est égal log(10*x 10%) ?
Recopier et compléter: log(10*x 10")=....... G S

De maniére générale, on admettra que pour tous réels a et b strictement positifs,

log(a x b) =log(a) + log(b)
2. En utilisant le résultat admis précédemment, a quoi est égal log(a?), ou a est un réel strictement positif ?
On admettra que, pour tout réel a > 0 et tout entier naturel n, log(a”) = nlog(a).

3. Soit b un réel strictement positif. On sait que b x e 1. En utilisant cette égalité, montrer que :

Iog( %) =—log(b).

Partie B
Le niveau d'intensité sonore N d’un son, exprimé en décibels
(dB), est donné par la relation :

/
N=1 0Iog(1—0_—12] ou/ est I'intensité sonore de la source de bruit

(exprimée en Watts par métre carré).

1. Montrer que si on multiplie par 2 I'intensité sonore /, alors cela
revient a augmenter de 3 dB environ le niveau sonore N.

2. Lintensité sonore d’une moto en course est de 90 dB.
Sachant que les intensités sonores de deux motos s'ajoutent,
quel est le niveau sonore des deux motos cote a cote ?

Utilisation du logarithme décimal dans Uécriture des nombres &

(«J:7/{9J[8 Obtenir le nombre de chiffres de l"écriture décimale d’un trés grand nombre — Cours 2 p. 80

1. Voici ce qu'affiche une calculatrice lorsque I'on tape 99% ou bien 222,

T

2
Ma ERROR

Pressi[EXIT]

Ma ERROR
Press: [EXIT]

PUMEIOEL Jor1aJMATH

Certaines calculatrices n‘ont pas les capacités suffisantes pour effectuer ces calculs.

La notation log désigne la fonction logarithme décimal.

a. Soit un nombre entier positif N comportant 2 chiffres. N est donc compris entre 10 et 99. On a donc I'encadrement
suivant: 10" < N < 10?— 1, ce qui peut sécrire aussi 10" <N < 102

Montrer que l'ona: 1 <log(N) < 2.

b. Soit N un entier positif a 3 chiffres. Montrer que 2 < log(N) < 3.

c. De maniere générale, soit N un entier positif a p chiffres. Montrer que p — 1 < log(N) < p.

Le nombre p de chiffres de I'entier positif N est donc le premier entier supérieur (ou égal) a son logarithme décimal.
On note ENT(x) le nombre entier tel que ENT(x) < x < ENT(x) + 1 ; on a donc: p=ENT(log(N)) + 1.

2. Application : déterminer le nombre de chiffres des nombres 99%° et 22021,
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' 1 >Fonction logarithme décimal

@ Définition du logarithme décimal

T Pour tout nombre réel strictement positif b, il existe un unique
nombre réel x tel que 10*=b.
Ce nombre est appelé logarithme décimal de b.

REMARQUE « 10¥=b < x=log(b).

EXEMPLES
-10*=10000 < 4 = log(10 000) 103 =0,001 & —3=log(103)

On appelle fonction logarithme décimal la fonction qui a tout
nombre réel strictement positif associe son logarithme décimal, c'est-a-dire
la fonction définie par : x — log(x).

REMARQUES
- La fonction logarithme décimal est définie sur l'intervalle ]O ; +oo[.
- Pour tout nombre réel x, log(10%) = x.

EXEMPLES

-log(10% =4 -log(107)=-3

Cas particuliers

log(1)=0;log(10) =1 et pour tout entier relatif n, log(10”) =n.
EXEMPLES

-log(1 000) =log(103%) =3 +log(0,1)=log(10") =-1.

— Voir Exercice résolu 1
Sens de variation de la fonction logarithme décimal

(admise) La fonction logarithme décimal est strictement crois-
sante sur l'intervalle 10 ; +o<[. Ce qui entraine :
a < b < log(a) < log(b).

REMARQUE « a = b < log(a) = log(b).

On note log(b) le logarithme
décimal de b.

(© Courbe représentative B eEEaEEEEE

La courbe représentative de la fonction
logarithme décimal est représentée 14

ci-contre dans un repére orthogonal du
plan. 0

@ Tableau de signes de la fonction log

La stricte croissance de la fonction log et log(1) = 0 permet

de dresser le tableau de signes de la fonction log. Signe de log(x)

— Voir Exercice résolu 2




Méthode

1 Utiliser la définition du logarithme décimal

décimale un nombre

Ecrire sous forme décimale chacun des nombres suivants : ' Méthode Pour écrire sous forme

1. I09(1032 avec la définition

2. log(107) du logarithme décimal

3. log(0,001)

4. log(10 000) © On écrit les nombres a l'aide d'une puissance

5. 10g(0,01) de 10 si besoin.

6. log(0,000 1) d@ Qn Iapplique la définition du logarithme
écimal.

‘ Solution

2. log(10%)=—6. 5. 10og(0,01) =log(107?) =-2.

1. log(10%) =3. | 4. log(10 000) = log(10%) = 4.
3. log(0,001) =log(1073) =-3. 6. 10g(0,000 1) =log(10™*) =—4.

— Voir Exercices 25 a 28 p. 84

2 Utiliser le sens de variation de la fonction
logarithme décimal pour comparer deux images

Dans chacun des cas suivants, comparer les deux nombres donnés Méthode Pour comparer deyx-lmages
. . . avec le sens de variation
sans utiliser la calculatrice :

de la fonction log
1. log(m) et log(3,14).

2. Iog(x/f) et Iog(\/§). © On compare les deux nombres situés entre
3. log(3x1073) etlog(3 x 1074). parenthéses.

4. log(1,414 2) etlog(1,414 3). @ Puis on utilise la croissance de la fonction
5. 10g(2,56 x 1072) et log(2 570 x 107°). logarithme décimal sur l'intervalle ]0 ; + o[ pour

comparer les images de ces deux nombres.

‘ Solution

1. log(m) et log(3,14)

On sait que T > 3,14 donc log(m) > log(3,14) puisque la fonction log est strictement croissante sur |0 ; +oo[.
2. Iog(\/f) etlog(\/§)

N2 <3 donclog(\/i)< Iog(x/g).

3. log(3x1073) etlog(3x 107%)

102> 10*donc log(3 x 107) > log(3 x 107%).

On conclut que log(3 x 1073) > log(3 x 107%).

4. log(1,414 2) etlog(1,414 3)

Comme 1,4142 < 1,414 3, onadonc:

log(1,414 2) < log(1,414 3).

5. 10g(2,56 x 1072) et log(2 570 x 107)

2,56x102%2=0,0256et2570x10°=0,0257

donc 2,56 x 102 < 2570x 107,

Grace a la stricte croissance de la fonction log, on déduit que log(2,56 x 10-?) < log(2 570 x 10°%).

— Voir Exercices 30 a 32 p. 84
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l 2 > Propriétés algébriques de la fonction logarithme décimal

(admis) Pour tous nombres réels strictement positifs a et b,
log(ab) =log(a) + log(b)

ExempLE - log(200) =log(2 x 100) = log(2) + log(100) = log(2) +log(10) =log(2) + 2.
La calculatrice donne log(2) = 0,301 d’'ou log(200) = 2,301.

Le théoréme ci-dessus permet de démontrer les propriétés suivantes :
BITTETETT g et b sont deux réels strictement positifs et n est un entier relatif.
1
log(a")=nlog(a) ® Iog(z)z—log(a) @ Iog(%)zlog(a)—log(b) ®

DEMONSTRATION DE LA RELATION (D SUR QUELQUES VALEURS DE N

Pour n= 2, log(a? = log(a x a) = log(a) + log(a) d'apres le théoréme. D'ou
log(a?) = 2log(a).

Pour i = 3, log(a®) = log(a x a?) =log(a) + log(a?) = log(a) + 2log(a) = 3log(a).

La relation @ a été découverte dans l'activité 3. La relation @ découle de la

. 1 a : ; - .
relation ax — = 5 et de la relation @, en appliquant le théoréme précédent.

b
(admise) Soit a un nombre réel strictement positif. Pour tout
nombre réel x : log(a¥) = xlog(a)
EXEMPLES
-log(3x10%) =log(3) + log(10%) =log(3) + 3
2
. Iog(—;-) =-log(2) . Iog@—Bj =log(3?) —log(2%) = 2log(3) — 3log(2)

— Voir Exercice résolu 3

Equations du typea* =boux’=b
l 3 > et inéquations du typea* <boux*<b

(admises) Soit x et y deux réels strictement positifs.

log(x)=log(y) ©® x=y log(x) <log(y) &x<y
EXEmPLES
- Résoudre 'équation 2*=100. - Résoudre l'inéquation 5 < 0,0001.
2*=100 < log(2¥) =log(100) 54 < 0,0001 < log(5) <log(10™*)

< xlog(2) =log(10%) =2 < xlog(5) <-4

2 -4
SX=—T. < —=
X log(2) X log(5)

(log(5) > 0:I'inégalité est conservée).

— Voir Exercice résolu 4




Méthode

- 3 Simplifier ou transformer
des expressions numériques ou littérales

1. Ecrire les expressions suivantes en fonction de log(2) : ‘ Méthode ::su;;:;re‘;l:if:)er'nrsonuutr:\aé?is;zren;er
a. ng(Sx 10%) b. log(1600) c. log(0,32) oii ittarales
2. Ecrire les expressions suivantes en fonction de log(3) :
a. log(27) b. log(0,09) ¢. log(0,008 1) @ On identifie I'opération algébrique qui figure
3. Ecrire les expressions suivantes en fonction de log(a), entre les parenthéses et, si besoin, on fait apparaitre
ol a est un nombre réel strictement positif : une puissance de 10.
7 . aisi % S

a: log(a®x6® b 109(0—3) .. |og(_13_j (2) OT1 appllqt'Je les pr’oprletes algébriques de la

a a fonction logarithme décimal.

' Solution

.a. log(8x10%) =1log(23 x 10°) =log(23) + log(10%) = 3log(2) + 3.

. log(1 600) = log(16 x 102 =log(2%) + log(10?) =4log(2) + 2.

log(0,32) =log(32 x 1072?) =log(2° x 1072) =log(2®) + log(1072) = 5log(2) — 2.
a. log(27) =log(3%) =3log(3).

log(0,09) =log(9 x 1072) =log(3?) + log(1072) = 2log(3) — 2.

10g(0,008 1) =log(81 x 10~%) =log(3*) + log(10~*) = 4log(3) — 4.

a. log(a? x a®) =log(a?) + log(a®) = 2log(a) + 3log(a) = 5log(a).

Iog(g;) =log(a’) —log(a®) = 7log(a) — 3log(a) = 4log(a).

T wopgNo g

(e}

s Iog(%) =—log(a®) =-3log(a).

— Voir Exercices 39 a 43 p. 85

| 4 Résoudre une équation du type a*= b ou x* = b (x réel),
une inéquation du type a” < b (n entier)

; , . T Méthode Pourrésoudre une équation du type a*=b oux’= b
Résoudre dans R les équations et inéqua p (x réel), une inéquation du type a” < b (n entier)
tions suivantes :

1. 2000 x 0,4*=3 000 @ On ramene I'équation (ou l'inéquation) a la forme a*=b (ou a* < b).
2.15x2°<8 @ On applique le logarithme décimal aux deux membres de I‘équation
(ou de l'inéquation).
© On simplifie les écritures en utilisant la propriété log(a) = xlog(a).
@ On applique les opérations algébriques sur Ié4quation (ou l'inéqua-
tion) pour isoler I'inconnue x.

‘ Solution

1. 2000 % 0,4=3 000 donne 0,4 = ;

000

000 soit 0,4*=1,5. Iog(2x)<|og( E )dou xlog(2 )<Iog(£).

log(0,4") = log(1,5) d'oti xlog(0,4) = log(1,5). Iog( 8 )
15

i log(1,5) : : 2 Comme lo i
= | ) g(2) > 0, on obtient x <
On obtient x 109(0,4) (x=-0,442 20,001 prés par exces) . log(2)
2.15x2"<8donne2x<—8—. |09(15j
15 =-0,907 (a 107 prés par défaut).

log(2)
— Voir Exercices 47, 48, 51, 52 p. 85
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L’essentiel

' 1 } Fonction logarithme décimal

@ Pour tout nombre réel strictement positif b, il existe un unique nombre réel x tel que 10*=b.
Ce nombre est appelé logarithme décimal de b. On note log(b) le logarithme décimal de b.
10°=b < x=log(b).
® On appelle fonction logarithme décimal la fonction qui a tout nombre réel strictement positif associe son logarithme
décimal, c’'est-a-dire la fonction définie par : x — log(x).
La fonction logarithme décimal est définie sur l'intervalle ]0 ; +oel.
Pour tout nombre réel x, log(10%) = x.
@ Cas particuliers : log(1)=0;log(10) = 1 et pour tout entier naturel n, log(10”) =n.
@ Lafonction logarithme décimal est strictement croissante sur l'intervalle 10 ; +eo].
Ainsi, pour tous réels a et b strictement positifs, a < b < log(a) < log(b).

@ Dans un repére orthogonal du plan, la courbe représentative de la fonction logarithme décimal est :

4

@ Tableau de signes de la fonction logarithme décimal

X 0 1 +o0
Signe de log(x) - 0 +
Propriétés algébriques de @ Equations du typea* = b
la fonction logarithme décimal et inéquations du typea* <b
@ Pour tous nombres réels strictement positifs a et b, @® Soit x et y deux réels strictement positifs.

log(ab) =log(a) + log(b).

@ a et b étant deux réels strictement positifs et n est
un entier naturel,ona:

log(a")=nlog(a)

Iog(%) =-log(a)

log(x)=log(y) & x=y
log(x) <log(y) ©®x<y

Iog(%) =log(a)—log(b)

@ Soit aun nombre réel strictement positif. Pour tout
nombre réel x : log(a¥) = xlog(a).




