O VIDEO

Calcul d’aire
L a bibliothéque publique de Tromsg en Norvege est lienmini.fr/maths-s08-01

constituée de facades en verre. Pour établir le devis
de nettoyage, le prestataire a besoin de connaitre la surface
a nettoyer.

Comment calculer l'aire sous I'arc ? © TP p. 273




W Les rendez-vous
Prérequis

lienmini.fr/maths-s08-02 Sesamath

I D Calculer des aires

a) Déterminer un encadrement de |'aire exprimée en unités d'aire pour chaque
figure ci-dessous.

Fig. B

D Unité d'aire

b) Ecrire les formules des aires des figures suivantes.
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) Déterminer graphiquement le signe d’une fonction
On considere les fonctions f et g dont
une représentation graphique est tracée
ci-contre.
Déterminer graphiquement :
a) le signe de la fonction fsur [-3 ; 4],
b) le signe de la fonction g sur [-3; 4],
<) la position relative de 6, par rapport a ((ég
sur[-3;4]. 2]

k) Déterminer le signe d’une fonction

On considére les fonctions f: x f: x+> x2 + 2x -3 et g : x+> x — 1 définies
sur 'ensemble des réels.

1. Etudier le signe des fonctions f et g sur I'ensemble des réels.
2. Etudier la position relative de “6;par rapport a <€g sur I'ensemble des réels.

'Y Justifier qu’une fonction est continue
Déterminer sur quel ensemble les fonctions suivantes sont continues.

1
a)fix—>x?-2x+1 b)g:xHﬁ Qh:x— J3-2x d)k:x— ||

) Déterminer une primitive

Déterminer une primitive des fonctions suivantes.

a)f:x—>5x-x3+x Q) k:x— e)j(x):lsurlR:
3-2x X
b)g:x—2% _ d) hix) = x2ex +1 ) k(x) = —>
' (3+x2) x2+1
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Activites

= o
Algo __ w33y min
n Evaluer l'intégrale d’une fonction continue positive

A » Aire sous la courbe d’une fonction
Dans chacun des cas, donner la valeur de l'aire sous chacune des courbes entre les abscisses 0 et 4, en unités d'aire.

a) flx) =x b) fx) =0,5x + 1 ) f(x) = /4 - (x - 2)2

Pucs ZB/ Pucs Pucs

3 30 B~ 3L

2 24 21

; D ; //--\\

A C x A C x D \c
3 4 0 2 Z 0 3 4X

B » Approximation de l'aire sous la courbe par la méthode des rectangles
On considere la fonction fsur [0 ; 24] définie par f(x)=-x In[z%JJ’In“O) représentée en bleu ci-dessous. Pour estimer

I'aire o sous la courbe de fentre 0 et 24, on découpe l'aire de deux maniéres différentes.

1. Proposer un schéma de I'étape 4 puis décrire la construction des rectangles.

2.0n note U, la somme des aires des rectangles hachurés et V, la somme des aires des rectangles colorés a
I'étape n. On a donc U, = 24 x f(24) et V, = 24 x f(0). Exprimer U, et V, en fonction de f, puis U, et V.

3. Lintervalle [0 ; 24] est maintenant découpé en 12. Comment pensez-vous que les deux suites U, et (V)
évoluent ? Et si le découpage augmente, que se passe-t-il ?

4. Proposer un programme Python F permettant de déterminer U, et V.. Que peut-on dire de lim U, et lim V. ?

x>0 x>0

24
(CRemarque Ce nombre, correspondant a l'aire s, se note _[0 f(x)dx.

1
C» Déterminer joxz dx par la méthode des rectangles

On consideére la fonction g(x) = x% sur [0; 1] et les suites (U,) et (V) représentant les suites des sommes des rectangles
définis comme précédemment.

1
1. Modifier le programme Python pour proposer une valeur approchée de Joxz dx.

n
2.0n admet que pour toutn € N™: Zkz = W
k=1
a) Exprimer U, et V, en fonction de g, puis U, et V, et enfin U et V.
2,924,232 _12
b) Démontrer queU, = P+ +3 :+ (n-1 .Endéduire que U, = ('7"'16)(722'7”
n n
P +22+32+..+n? (n-1(2n-1)

) Démontrer que V, = .En déduire que V =—=—"

3 6n2

n

™ 1 . ) . 1 . ,
3. Justifier 'encadrement u,s J0x2 dx <V, pour tout entier n = 2. Déterminer joxz dx en appliquant I'enca-

drement avec n trés grand.
= Cours 1 p. 242
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20= min

n Relier les notions d’intégrale et de primitive

A » Intégrale d’une fonction affine

On considére la fonction f(t) = zt + 2 sur R*. M est un point de coordonnées (t ; 0) 41}/
et N le point de la courbe de fd?fabscisse t. 3+ /N*/
1. Montrer que l'aire s{(t) du trapeze AMNB est égale a +{(t) = %t2 + 3t. 2“3
2. Exprimer, a I'aide d’une intégrale, cette aire sous la courbe de la fonction fentre O et t. % 2 MZ'i s

3. Calculer la dérivée de la fonction . Quel lien peut-on faire entre la fonction fet o4 ?

B » Intégrale de la fonction racine carrée

On considere la fonction f définie sur R, par f(t) = Jt et dont la courbe représentative est notée €. Soit un réel
x> 0, on désigne par Sf; la surface sous € pour 0 < t < x. On note H(x) I'aire de la surface 8;

1. Justifier la notation «(x) = J:\/f dt.

2.5oith € R, tel que x+h € R,. Si h > 0, représenter I'allure de € et la surface d'aire d(x + h) — A (x).

Alx + h) - sd(x) Alx + h) - sd(x)
h

h
4. Démontrer que x — A (x) est dérivable pour tout x > 0 et en donner la fonction dérivée.

3. Démontrerque\/; S < ,/x + hetdéterminer un encadrement de lorsque h < 0.

= Cours 2 p. 244
J

y
15% min

B Introduire l'intégration par partie
On considére la fonction f: x+—> xe™.
1. Justifier que la fonction f est dérivable sur R. Peut-on donner directement une primitive de f?

2. Calculer sa dérivée et montrer que pour tout x € R, f(x) = e™ - f’(x). Donner une primitive de e™ et en déduire
une primitive de f.

b v
3. Soit u et v des fonctions dérivables sur [a ; b] et leurs dérivées u” et V' continues. Montrer que J w’' = [uv]g - J vu.
a a

“» Cours 2 p. 244
J

N

\
Y

15%min
Comprendre la valeur moyenne Température Quantite
en °C d'eau
Une station météo releve la température et la , 1213 als] 4 par jour
quantité d'eau tombée et affiche les données our 3 — “60
suivantes. Quantité deauenmm 12 24 52 64 8 ) [ 40
1. Donner la valeur moyenne de cette série et son interprétation géométrique. 15 Npa 20

of 12345

2. La courbe des températures est modélisée par f=1,2 + cos(x) sur [0 ; 5].
a) Exprimer l'aire sous la courbe.
b) Quelle est la hauteur du rectangle de longueur 5 qui a la méme aire que celle sous la courbe ?

“» Cours & p. 248
J

N
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Cours

0 Intégrale d'une fonction continue positive

DEMIEGOY Unité d'aire
Dans un repére orthogonal (0; 7, ),
I'unité d'aire, notée u.a., est I'aire du rectangle ayant pour c6té [Ol] et [OJ]

Exemple ) K
Dans le repere orthogonal (O ; i, f) ci-contre, 'unité d'aire est 'aire u.a
du rectangle OIKJ.SiOl =3 cmet OJ = 1 cmalors 1 u.a.= 3 cm2

(0] |

Intégrale d’une fonction continue et positive sur un intervalle
Soit fune fonction continue et positive sur un intervalle [a; b].

Lintégrale de a a b de la fonction fest I'aire de la surface (aussi appelée domaine sous la courbe de f sur
[a; b]) délimitée par :
e lacourbe, el'axe des abscisses, e les droites d'équations x = a et x = b, exprimée en unité d'aire.

b
On la note L f(x)dx.

Exemple D 4 C
Soit fla fonction constante définie par fix) = -
3 T
Alors _[_1f(x)<= Aire(ABCD) =2 x4 =8u.a. A , | Bl x
-10 1 2 3

(CRemarques

@j x)dx est un nombre réel positif.
@ J x)dx = 0 car cette intégrale est |'aire d'un segment.

® J x)dx ne dépend que des valeurs de g, b et f. La variable x est dite « muette » on peut la remplacer par

une autre lettre : J x)dx = J t)dt = J u)du...

Méthode des rectangles

Soit fune fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b]. On partage l'intervalle [a; b] en n
intervalles de méme amplitude et on construit des rectangles « inférieurs » et « supérieurs ».
On note &4, resp. o, I'aire des rectangles inférieurs (resp. supérieurs).

Alors lim sf,= lim s, j f(x)dx.

n—+0 n—+o

b
De plus, si la fonction est monotone HEES L fx)dx < .

¢ Exemple Pourn=4

b
A, ja f(x)dx &qs
y Ly ]
2 2T —1
1 1
] ] ] x x
of 1 2 3 2 of 1 2 3 4
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S0de
=W Déterminer une intégrale par calcul d'aire

Enoncé

Calculer les intégrales suivantes.

6 4
el -[o 0,5xdx = .[_2(3 =0,5x)dx | Conseils & Méthodes |

J 3 3

m 3 /B-/: ﬂTracer la courbe ]
a) On trace la courbe représentative de f définie par 2 : ~ représentative de f
fix)=0,5x [ sur [0; 6] et f est une fonction linéaire 1 : datr;ls un reﬁ)ere ]
continue et positive sur [0 ; 5]. ﬂ 0 Al x @ orthogona :

6 ) /0‘ 1 2 3 4 5 6 - Ft(ljdentlfler
JO 0,5xdx est donc I'aire du triangle rectangle OAB. ﬂ ®  le domaine sous

8 y la courbe. 3
D'ou J60,5xdx eSO (RS 9. - 44{ . [ Vérifier que la fonction
0 § 2 i o 2 . c - estcontinueet 3
b) On trace la courbe représentative de g définiepar 5 . bt positive sur lintervalle -
g(x) =3 - O,Sx sur [—2 ' 4] eton Identlﬁe Ie doma]ne ) _|1 OI »i i é 4 E défini par les bornes :
sous la courbe. ﬂ ¢ delintégrale. ]
4 ] :
g est continue et positive sur [-2; 4] et J 23 - 0,5xdx est 'aire du trapeze ABCD. ﬂ : ﬂ Déterminer l'aire
- ¢ 7 "du domaine sous
n_s (4 .
D'ol 1_2(3—0,5x)dx=ADX('A2\B+DC)=6X(24+1)=15. ﬂ *  lacourbe.

Calculer LSZx dx. | ﬂ Calculer _[__‘: -2u-1du.

) Exercices 32 a 39 p. 254

2ode
)
En Estimer une intégrale par la méthode des rectangles

Enoncé

6
En divisant l'intervalle [1; 6] en 5 intervalles de méme amplitude, encadrer L In(x)dx.

m Conseils & Méthodes

Tracer la courbe
ﬂ 5 J 5 J 3 représentative
=T | — :  defettracer
1 ,4 1 ¢ lesrectangles :
d d inférieurs
of//1 23 4 5 6 of/1 23 4 56 © et supérieurs. :
A;=0+In(2)+InB)+In(4) +In(5) A =In(2)+In(3) +In(4) +In(5) +In(6) ﬂCaIcuIer I'aire des
o, =1In(120) A =1n(720) ¢ " Vrectangles inférieurs :
[ On en deduit In(120) < [*f(x)dx <In(720). | etsupérieurs.
|1] En divi65ant I'intervalle [1; 6] en 10 intervalles égaux, SoIt2 422 442 = nn+1)(2x + 1)'
encadrer '[1 In (x)dx. 6

2
Diviser [-2; 2] en 10 intervalles égaux, estimer J 2x2 dx.

) Exercices 40 a 42 p. 254

8 - Calculintégral 243
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Cours

e Integrale et primitive
Existence d'une primitive Oy
)

Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b]. DI g
lienminifr/maths-s08-04  []uryevio

La fonction F définie sur [a ; b] par F(x) = Ixf(t) est dérivable sur [a; b] » '
et a pour dérivéef. a @LJEN

(CRemarque Lafonction F est la primitive de fsur [a; b] qui s'annule en a.

Condition suffisante d’existence d’une primitive d’'une fonction

Toute fonction continue sur un intervalle de R admet des primitives sur cet intervalle.

@ Démonstration

On admet qu'il existe m € R tel que, pour tout x € [a; b], fix) = m. On considére alors la fonction g définie
sur [a; b] par g(x) = f(x) —m- g est positive sur [a; b]. D'apres le théoreme fondamental du calcul différentiel

pour les fonctions positives, la fonction définie par G(x) = J.: g(t)dt, poura € [a; b], est une primitive de g.

La fonction F: x— G(x) + mx est donc dérivable sur [a; b] et F/(x) = G'(x) + m = (f(x) - m) + m =f(x).
La fonction F est donc une primitive def.

¢ Exemples
La fonction In est continue sur [1; 20], donc In admet des primitives sur [1 ; 20].

D’apres le théoreme d'existence d’une primitive, la fonction F définie sur [1; 20] par F(x) = Lxln (t)dt est
la primitive de la fonction In qui sannule en 1.

Calcul d’'une intégrale a I'aide d’une primitive
Soit f une fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b]. Soit F une primitive de fsur [a ; b]
b
Ona L f(x)dx = F(b) - F(a). On notera communément [F(x)]g =F(b) - F(a).

Généralisation de la définition de l'intégrale
Soit une fonction continue sur un intervalle [a ; b] et F une primitive quelconque de sur [a; b].

Lintégrale de f entre a et b est le nombre réel défini par jbf(x)dx = [F(x)]z =F(b) - F(a).
a
(CRemarque I:f(x)dx =- J:f(x)dx car F(b) — F(a) = - (F(a) - F(b)) : le cas ol a > b devient possible.

Intégration par parties

Soit u et v deux fonctions dérivables sur [a ; b] qui admettent des dérivées u” et v/ continues.

b b
Alors [ 'u(x)v'(x)dx = [u(x)v(x)1% - [ u/(x)v(x)dx .

¢ Démonstration

La dérivée du produit uv est donnée par (uv)’ =u'v +uv'.
Alors uv est une primitive de u'v + uv’ sur [a ; b]. Donc LT :

b lienmini.fr/maths-s08-05 _
[u(x)v(x)12 = _[a (W (x)v(x) + u(x)v'(x)dx

= J:(u’(x)v(x))dx + J:(u(x)v’(x))dx, d'ou la formule.

(CRemarque
A s N L b . b
Lintérét du théoréme est de se ramener a une intégrale I u’(t)v(t)dt plus facilement calculable que j u(t)v'(t)dt.
a a
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50de
2 Calculer des intéegrales a l'aide d'une primitive

Enoncé

Déterminer chacune des intégrales suivantes et interpréter leurs valeurs de maniére géométrique.

B2 UL
a)_[_1( X°+3x+4)dx b) TR dt

B Solution e Conseils & Méthodes  RRNRININS

a) La fonction x — —x2 + 3x + 4 admet pour primitive la fonction

: ﬂ Chercher une primitive de fnotée F.
F:x»—>—lx3 +ix2 +4x. ﬂ
3 2

ﬂ Calculer lI'intégrale c’est calculer F(4) - F(-1).
* 269

4
J (-x?% +3x +4)dx =[—lx3 + Ex2 + 4x]
=i 37 2 6

ﬂ Un candidat de primitive est .

u
i (—1 ), —_3t2 d'ou la primitive de g
b) La fonction g : t — ———— est définie et continue sur [0 ; 1]. T2 :
) gt E 011 luw) @+
On reconnait une expression ressemblant a _u_2 avecu(t) =13 + 1. Tt
_ 1 2
Elle admet la fonction G : x — ?1 3,7 comme primitive. ﬂ jOU;T)zdt =G(1) - G(0) = %
E Calculer les intégrales suivantes. n Calculer les intégrales suivantes.
4 33x2 -1 2 1 2
_ 12 x? -x?
a) [[(e-D%dy ) [[T5—dx af PP J,2xedx o) xedx

) Exercices 43 a 52 p. 255

hode
5 Calculer une intégrale avec une intégration par parties

Enoncé

e
Calculer I'intégrale suivante avec la méthode d'intégration par parties :L xIn(x)dx.

B Solution | PO Conseils & Méthodes  NNNNURRRNNY

7 A,
On pose u(x) = In(x) et \2/ (%) =x. ﬂ On ne reconnait pas une forme usuelle pour le calcul de
primitive. Dans le produit, on recherche quelle fonction a une
forme usuelle pour le calcul de primitive. Ici, on ne connait

pas la primitive de In mais celle de x donc on pose u’(x) = x.

U:ixr——etv:x——.

5% 2
Les fonctions u, v, u” et v’ sont continues. ﬂ
Par intégration par parties, on a: Définiru, v, u” et V' et vérifier que les fonctions sont continues.

X

jfu(x)v(x)dx 5 [—2|n(x)l - :;dx - %(ez +1), A

ﬂAppquuer la formule.
2

A vous de jouer ! Jl.

Calculer les intégrales suivantes avec la méthode n Calculer les intégrales suivantes avec la méthode
d'intégration par parties. d’intégration par parties.

T eln(x) e 5 n T
a) Jo xcos(x)dx b) L 2 dx a) L (In(x))*dx b) .[o 2x+5 cos(x)dx

) Exercices 53 a 59 p. 255
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On considere dans cette section deux fonctions f et g continues sur un intervalle [a ; b].

Linéarité de l'intégrale
Soit AL ER.
b b b b b
ja (AF()dt =\ ja f(t)dt et ja (F(t) + g(t))dt = ja f(t)dt + jﬂ g(t)dt.

Démonstration
On pose F une primitive de fet G une primitive de g. Ainsi, la fonction x+— kF(x) est une primitive de la
fonction t— Af(t) j (AF(t))dt = AF(b) - (AF(a) = M(F(b) - F(a)) = & j

Relation de Chasles

Soita, b, c trois réels.
b
[Sfrdt=[fiorde+ [ Fe)de
a a b

Démonstration

On considére F une primitive de f. Peu importe l'ordre des trois valeurs g, b, c dans l'intervalle, on a:
b b

[“rrdt + [ Ftrdt = F(c) - Fla) + F(b) - F(c) = F(b) - Fla) = [ f(t)dt

(CRemarque Sifest continue et positive et a < b < ¢, la relation de Chasles
est la simple traduction de I'additivité des aires de deux domaines adjacents.

Hrggge =y + 5ty 0u [ Flx)de = [ Fx)x + [P dx

totale

Intégrales et inégalités
Soit a et b deux réels. Si, pour toutx € [a; b], f(x) = g(x), alors _[ f(t)dt = J g(t)dt.

En particulier : sif= 0 alors J f(x)dx =0.

Démonstration
Si, pour tout x € [a; b], fix) = g(x), alors pour tout x € [a; b], f(x) — g(x) = 0. La fonction f- g est donc continue

b
et positive sur [a; b]. D’ou,j (f(t) — g(t))dt = 0 par définition de l'intégrale d’'une fonction continue
et positive. Ensuite, par linéarité de l'intégrale, on a J t)dt - I g(t)dt =0.
On obtient anrsJ. (t)dt = j
a a

(CRemarque Attention, les réciproques de ces deux propriétés sont fausses.

4
OINE x> 2| 16 ; 2 p iti i
Jo (t2 -2t)dt = 3 x°| = 3 = 0. Pourtant la fonction t — t — 2t n'est pas positive sur [0; 4] : 'image de 1
0

par cette fonction est -1.

2 2

3 3

@Jz(i—tz)dtz x-2 =-£etj2t2dt= x =§.Ainsi,_[2(1—t2)dts jztzdt, pourtant la fonction
0 3 o 3 0 3 0 3 0 0

t—> 1-t2 nest pas tout le temps inférieure a la fonction t — t2 sur [0; 2].

Inégalité en fonction des bornes d’intégration
Soit [a; b] un intervalle de R et M un réel. Si f(x) < M, alors _[bf(t)dt <M|b-al
a

b
De méme, sim € R est tel que pour tout x entre a et b, f(x) = m, alors Ja f(t)dt=m|b-al.
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50de
2 Utiliser la linéarité de l'intégrale

Enoncé
On considére la fonction f définie sur R par f(x) = xe*.

1. Montrer que F définie par F(x) = (x - 1)e* est une primitive de fsur R.
2. Déterminer J';(3t -2)e*dx.

m . Conseils & Méthodes .

1. F est dérivable comme produit de deux fonctions dérivables sur R. Pour tout x € R, ﬂVérifier que F est
ona:F(x)=e*+(x-1)e* = xe* = f(x). ﬂ F est donc une primitive de fsur R. : " “dérivable et que F' =f.

1 1 1 1 1 1 . FDécomposer l'intégrale
2. _ t = t_ t - t _ t = t _ t ; P
-[o(3t 2)e’dt J‘o(3te 2e!)dt -[o(3te dt -[o(2e et 3-|‘ote = zjoe el ﬂ . ﬂen utilisant la linéarité.

1 1 1 .
Or [ tetdt = [ f(x)dx =[F()I) =F() - F(0) =1 3 [lerdx=leTy=e -1 R | | Colculer Chaqtue terme
separemment.

1
Finalement, j0(3t -2eldt=3-2(e-1)= 4-2e.

A vous de jouer ! [V

@ On considere f et g deux fonctions telles que m Calculer Lzln (t)dt + Lz(t +In G))dt
1 1 1
jof(t)dt =3et jog(t)dt = 5. Calculer jo(zf(t) - g(t)dt.

) Exercices 60 a 65 p. 256

S0de
§ﬂ Majorer (ou minorer] une intégrale

Enoncé
Soit fla fonction définie sur R par f(x) =e™*".
1. Démontrer que pour tout réel x = 1,0 < f(x) <e™.

2. En déduire un encadrement de J?f(x)dx.

m | Conseils & Méthodes |

1. Une exponentielle est positive donc f(x) = 0. ﬂ ﬂ Utiliser les propriétés de
Six=1,x2= xdonc -x2 < -x. ﬂ la fonction exponentielle.
La fonction exponentielle est croissante, donc e* < e, Onendéduit 0 < fl) < e ﬂ Utiliser 'hypothése x= 1. -
: ﬂA partir de l'inégalité de
. : . ¢~ “lafonction, en déduire ]
On en déduit que _[1 0dx < L f(x)dx < L e ¥dx. ﬂ . linégalité des intégrales.

2
2.0 = f(x) < e¥etles 3 fonctions x> 0 ; fet x — e™* sont continues.

2
J12e‘x dx=[-e*P =e'-e?<e ' puisquee?>0.Onadonc0=< Jl flx)dx < 1
e

A vous de jouer ! |l
On considére une fonction f telle que, pour tout x Pourn € N, on considere une fonction f, telle que,
€ [2;4],lx_l<f(x)<lx_l- pour tout x € [0; 1], e " <f (x)sl. En déduire la
27 2 2 44 n n
En déduire un encadrement dej f(t)dt. convergence de la suite (Jqf (t)dt).
2 on

) Exercices 66 et 67 p. 256
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Cours

0 Valeur moyenne d'une fonction
Valeur moyenne

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a ; b], on appelle valeur

moyenne de fsur [a; b] le nombre réel p tel que: pL = ﬁjbf(x)dx

(CRemarque Interprétation graphique dans le cas d’une fonction J=u
continue positive /
Z X

Lorsque fest une fonction positive, on peut dire que 'aire sous la courbe A = b
de la fonction fentre a et b est donc égale a l'aire du rectangle ABCD (@;0 0 ! B(b;0)
de «largeur » b —a et de « hauteur » L.

e Calculs d’aires a l'aide des integrales

Aire sous la courbe d’une fonction continue et négative

Soit fune fonction continue et négative sur un intervalle [a; b] y
et 6 sa courbe représentative. .
L'aire du domaine 9, délimité par la courbe %, 'axe des abscisses /
VX
et les droites d’équationsx=aetx=b, est égalea: a = h
’ O b
b s, N \ : @
—J f(x)dx (exprimée en unités d’aire). @
a f
® Démonstration
Par symétrie, I'aire du domaine & est égale a I'aire du domaine E, J
c'est-a-dire l'aire sous la courbe de la fonction g définie -4 6,
sur lintervalle [a; b] par g(x) = —f(x). /j €
VX
g étant continue et positive, I'aire de & est donc égale a: a N 7 b
b
J g(x)dx (exprimée en u.a.). \@/
a (gf
La primitive de g, G, est égale a l'opposé de la primitive de F: G = -F.
(CRemarque \y
Pour calculer I'aire comprise entre la courbe et I'axe des abscisses, on
décompose l'intervalle en sous-intervalles ou la fonction est de signe /— A, ‘67x
constant. 7 t f }
c b a I C b
Horge =y + 5ty = [ fx)dx = [ F(x)dx - s,

Aire entre deux courbes

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle | telles que f(x) < g(x) pour tout x € [a; b].
Laire, exprimée en unités d'aire, du domaine délimité par les courbes représentatives des fonctions fet g
et les droites d'équationsx=aetx=b estégalea:

[ (gtx)-fFlxndx
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| O Exos 4 Les rendez-vous
Méthodes =
lienmini.fr/maths-s08-03 S esd math

xode
2B Calcul d'aire a 'aide d’une intégrale

Enoncé

Soit f définie sur R par f(x) = x2 - 4. Calculer :
a) I'aire s comprise entre la courbe et I'axe des abscisses entre
les droites d’équations x=-2 et x = 2.

b) I'aire B comprise entre la courbe et I'axe des abscisses entre
les droites d’équations x=-5etx=1.

_________ Conseils & Méthodes

a) f est négative entre -2 et 2. ﬂ o = _J'i(xz — 4)dx ﬂ v seosecsso MALLLAUUILLICEN. . ... ..o 00 .

ﬂ Déterminer le signe de f(x) entre -2 et 2.

ﬂ Ecrire I'égalité entre aire et intégrale. f étant
négative, c'est 'opposé de l'intégrale de f
qui est égale a l'aire.

Vérifier que le résultat est positif.
uDecomposer I'intervalle [-5; 1] en sous-
intervalles sur lesquels la fonction est de
signe constant, puis calculer I'intégrale
ou son opposé sur chacun des intervalles.

3
Une primitive de x* - 4 est x? — 4x donc:

3 2
sd=- 2(x2—4)dx=—[x——4x] =-[-8+§)+(8-§)=2 3|
-2 3, 3 3)73

b) f est positive sur [-5 ; 2] et négative sur [-2; 1]. ﬂ
-2 1
— 2 _ — 2 _
B=[ (2 - 4)dx- [ (x2 - 4)dx |

A vous de jouer ! [V

3
Soit f définie sur R par f(x) = l Soit g définie sur R par g(x) = —( %x - %j +1.
x
Calculer l'aire comprise entre la courbe et I'axe 1. Montrer que la squtic?n deg(x) =Oestx=2.
des abscisses entre les droites d'équations x = -5 et x = 3. 2. Calculer l'aire comprise entre la courbe et 'axe des

abscisses entre les droites d'équations x=-3 et x = 4.
) Exercices 75 a 78 p. 257
sode
En Calculer une aire entre deux courbes

Enoncé

Soit fet g définies sur ]0 ; +oo[ par f(x) = x et g(x) = x*. Déterminer l'aire entre les deux courbes et entrex=0etx=1.

[ Soiion 1 B oo vnoces SN
Sur [0; 1], on ax < x? donc f(x) < g(x). ﬂ

ﬂ Comparer f(x) et g(x) pour connaitre
L'aire du domaine délimité par €, 6y et les droites x =0 et x =1

la position relative des deux courbes.

2 37 Ecrire une égalité entre intégrales
est égale a o = J1(x - x2)dx = XX . Al u.a et aire et on calcule les intégrales
< 0 2 3 6 R gosi i etarectoncalalelesintégales ]
Soit f et g deux fonctions définies sur R par: m Soit f et g deux fonctions définies sur R par:
flx) =x®-Tetglx)=x+1. f(x) = 0,25x% - x -3 et g(x) = 0,5x% —x + 9.
Déterminer I'aire 54, en u.a., du domaine compris entre les Déterminer l'aire o, en u.a., du domaine compris entre les
courbes représentatives de fet de g sur l'intervalle [-1; 2]. courbes représentatives de fet g sur l'intervalle [-4 ; 4].

) Exercices 79 a 82 p. 257
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| O Exos 4 Les rendez-vous
Meéthodes _—
lienmini.fr/maths-s08-03 5 esda math

50de
2N Etudier une suite d'intégrales 5 Cours 3 p. 246
Enoncé
Pour n € N, on considére les fonctions f, : t — 1% y
eton pose/ = f1f (t)dt. ' LAt
n on 2
On donne les représentations graphiques de f,, f,, f, et f, ..

1.a) Interpréter de maniére géométrique l'intégrale /. 08

0,6
0,4
0,21

b) Conjecturer graphiquement le sens de variation de la suite (/)
ainsi que sa convergence éventuelle.

2. Montrer que pour toutt € [0; 1] et tout n € N,

ona:1—t"sLS1.
1+t"

1 . 0| 02040608 1 1,2141618 2
3. Calculer I°(1 - t")dt et en déduire un encadrement de /..

4. Montrer que la suite (/) converge et donner sa limite.

[, S CIRTIR .......

. 1 . ] .
1.9)Site[0;1], i 0 pour tout entier n. Linterprétation d’une intégrale

|, est 'intégrale d'une fonction positive donc correspond a I'aire d’une fonction positive est une aire.

sous la courbe représentative de la fonction f, sur [0 ; 1]. ﬂ Utiliser la définition d’une suite croissante.

b) On peut conjecturer que sin < m, alors f, (x) <f,, (x)

ﬂ Etablir séparément chaque inégalité
pourx €[0;1]./ </ d'olla conjecture de croissance de (/).

pour obtenir un encadrement.

La courbe représentative de f, semble se rapprocher de la droite uConstruire I'inégalité a partir

horizontale d'équation y = 1 sur [0 ; 1], dont I'aire sous la courbe d'une inégalité simple.

vaut 1 u.a..

EConstruire I'inégalité en étudiant le signe
2. ﬂPourtouttE [0;1]ettoutn €N, onat"= 0,

de la différence.

ﬁ Pour obtenir une inégalité entre intégrales,

dou:  1+¢"=1 il est possible d'intégrer une inégalité

Bemes 1 <1. ° surlesfonctions. .
1+ t2 u ®ec00000000000000000000000000000000000000000 o
_4n ny _ _ (+N)2
On étudie le signe de 1-t" — ! .H1-t" - ! =(1 ) 1: ) <Opourt€[0;1]
1+t" T+t 1+t" 1+¢t"

1 -
dOI’lC ‘I_tnSW‘D'Ol\JpourteI:O;'I:lz]_tns +‘lt'nsL

tn+1 1 xn+1 1 1
3. Une primitive de la fonction t+> 1 —t”estt»—>t-—d’ot‘1j (1-t")dt= x- =1-—.
n+1 0 n+1 0 n+1

1 L 11 1
Comme pourt €[0; 1],1-t" < =5 <1, on obtient : J0(1 - thdt < J.Omdt < j01dt. ﬁ

=[] <

</ =1

I, vérifie I'encadrement 1-

n+

4.0na lim T =0,d'ou lim 1- T =1. D'apres le théoreme des gendarmes, la suite (I ) converge vers 1.
n—+on+1 n—>+00 n+1

A vous de jouer ! Jl.

T
* - s 1 * s
Pourn € N, on pose u, = j04 t" cos(t)dt. Démontrer Onposeu, = jo(t —1)"et dt, pourn € N', Démontrer
que la suite (u,) est décroissante et minorée par 0. que la suite (u,) est décroissante et minorée par 0.
Que peut-on dire quant a sa convergence ? Que peut-on dire quant a sa convergence ?

) Exercices 119 a 122 p. 260
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Les rendez-vous
Meéthodes A T
lienmini.fr/maths-s08-03 SESamath

(résolus

= Cours 3 p. 246

50de
1 I0] Interpréter une intégrale

Enoncé
On considere la fonction f définie sur l'intervalle [0,5 ; 18] par:
fix)=4In(Bx+1)-x+3.

1. On note F la fonction définie sur l'intervalle [0,5 ; 18] par :
F(x)=§(3x+1)ln(3x+1)—x72—x.
a) Vérifier que F est une primitive de fsur [0,5 ; 18].
b) Calculer la valeur exacte de l'intégrale I1sf(x)dx et donner une valeur approchée de cette intégrale a 10~" pres.

2.0n admet que le bénéfice réalisé par une entreprise lorsqu’elle fabrique x centaines de pieces est égal a f(x),

en milliers d’euros, pour une production comprise entre 50 piéces et 1800 piéces.
Déterminer la valeur moyenne du bénéfice lorsque la production varie entre 100 et 800 piéces. On donnera

une valeur approchée de ce bénéfice a 100 euros pres.

i Solution

2
1.a) F(x) = %(335 +N)In@Bx +1) - x? — x est dérivable sur [0,5; 18] et

4 3 2x
F'(x)=—QCx +1 4InGx +1)-==-1 ﬂ
) 3( +)><3x+1+ n(x+1 2

F(x)=4+4InBx+1)-x-1
F’(x) = f(x) F est une primitive de fsur [0,5; 18].

b) [ fe)dx =F®) - F(D = 30 (25) - 5 - 8- 2in(a) +

[*fC)dx =614 2107 pres.

D’apres Bac ES 2012

jl Conseils & Méthodes |

ﬂ Calculer la dérivée de F.

Etudier les unités
du probleme.

100

—+1-—l (25)——|n(4) 38,5.

2. x est exprimé en centaines de pieces donc une production entre 100 et 800 piéces correspond alsxs<8. ﬂ

1 100

La valeur moyenne de la fonction fest égale a . = —J. f(x)dx ou encore p = = —I (25) - —In (4)-38,5;u~8,772755.

f's'exprime en milliers d'euros donc p = 8,772 755 milliers d'euros ou u~ 8 772,755 euros. ﬂ

Une valeur approchée de ce bénéfice a 100 euros prés est 8 700 euros.

A vous de jouer ! [V

L' entreprise NVIDIO, spécialisée dans la fabrication
de cartes graphiques, controle la qualité des condensa-
teurs. D'aprés le cahier des charges, un condensateur est
supposé conforme si I'énergie consommée est inférieure
a 20 J. Cette énergie (en Joules) correspond a l'aire de la
surface sous la courbe de la puissance instantanée p
(exprimée en Watts) entre 0 et 10 secondes. Expérimen-
talement, on établit que la puissance instantanée d'un
condensateur est donnée par la fonction :
f(t) = 20tet,

1. Montrer que F(t) = (-20x— 20)e™ est une primitive de f.
2. Les condensateurs ainsi fabriqués correspondent-ils
au cahier des charges ?

m On note fla fonction définie sur [0 ; +[ par :
flxx) = (x + 8)e70%,
La fonction f modélise la demande d’un produit infor-
matique. f(x) représente la quantité, en milliers, d'objets
lorsque le prix unitaire est de x centaines d'euros.
1. Etudier les variations de f
2. Montrer que F définie par :
F(x) = (-2x - 20)e =05~

est une primitive de fsur [0 ; +f.
3. Calculer la demande pour un un prix unitaire de
200 euros a un produit prés.
4. Déterminer la valeur moyenne de la demande, a 10 pro-
duits pres, pour un prix compris entre 200 et 400 euros.

D’aprés bac ES Liban juin 2008

) Exercices 123 a 126 p. 261

8 ¢ Calcul intégral
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. ” O VIDEO
Exercices (3pprendre a démontrer

La propriété a démontrer

Soit f une fonction continue positive et croissante sur [a; b].
Déterminer la dérivée de la fonction Fixm— J.xf (t)dt.
a

 On souhaite démonter cette propriété.

» Comprendre avant de rédiger

On ne peut pas utiliser les théoréemes de dérivation classique. On revient donc a la définition de la fonction dérivée.

F,(xq +h)=F,(x,
On détermine lim ol + 1) = Folxo)
h—0

signifie que la fonction F, est une primitive de f.

» Rédiger

Etape @ On siintéresse a la limite a droite. La démonstration rédigée

Cette limite est obtenue en calculant la limite a gauche puis a droite. Cela

h .
Jx°+ f(t)dt correspond a l'aire de la surface —) Soit xy € [a; bl eth # 0 tel que x, + h € [a; b].
xO

hachurée en bleu. Sih > 0:d'apreés la relation de Chasles, on a: .

F\(xy + W=, (xg) = [ fode - [ flode = [+ o

f est croissante, on a I'encadrement suivant :

hf () = j"" f(6)dt < hf (g + h)

Ol a x, X,+h

Dot : f(x,) < w < f(xy +h).

f est continue, hli_r)nof(xo +h) = f(x,). Ainsi:

Par croissance de f, l'aire de la surface sous la
courbe de fentre x; et x,, + h est encadrée par
I'aire du rectangle de dimensions h et flx;) et
celle du rectangle de dimensions h et f(x, + h). lim F,(xy + h) - F,(xg)

h—0* h

= f(xo ).
Etape @ On sintéresse a la limite & gauche. =3 Sih<0:d'apreéslarelation de Chasles, ona:
Cette fois x; + h < x,, on obtient un encadre- F (xg) ~ F, (x, + h) = _j:°+hf(t)dt.

x +h
ment de _[ ° f(t)dt parune aire de rectangle. ) , )
X f est croissante, on a I'encadrement suivant :

~hfCey + b= F(Odt < ~hf(xy)

F,(xy +h) — F, ()

f(xg+h)=< - < f(x,) etdonc
F h)-F
lim T M=) g
h—0- h
Etape @ . = Lalimite a gauche est égale a la limite a droite de 0 donc
F (a)=| f(t)dt=0,F,estla F h)-F
O o ar J" . a lim M = f(x,)- Ainsi F, est dérivable en x,
primitive de f qui s'annule en a. h—0 h g

et F/(x,) = f(x,)- F, est dérivable sur [a; b] et F] =f.

» Pour s’entrainer

Démontrer le théoreme d'existence d’une primitive dans le cas ou la fonction est continue, positive et décroissante
sur l'intervalle [a; b].
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