L e carbone posséde plusieurs formes - ou « isotopes » —
parmi lesquelles le carbone 14, ou '4C. Cet élément

est radioactif, et sa radioactivité décroit au fil du temps a

un rythme parfaitement régulier. Les scientifiques s'en servent
donc comme « chronometre » pour estimer 'age d'objets tres
variés : ceuvres d‘art, roches, fossiles...

On analyse des fragments d’os trouvés dans

une grotte. Des mesures montrent qu'ils ont perdu
30 % de leur teneur en carbone 14.

Quel est I'dge de ces fragmentsd’os? 9 TP3p.236

Carbone 14
lienmini.fr/maths-s07-01
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W Les rendez-vous

Prérequis

lienmini.fr/maths-s07-02 Sesamath

| B Calculer des dérivées de fonctions usuelles
Calculer la dérivée de f dans chacun des cas suivants, en précisant le domaine
de dérivabilité.

a) fix) =In(x) b) f(x) = \/; ¢) f(x) = cos(x)
d) fix) = e) flx) = ) fo) =
X X
P2 Calculer des dérivées de fonctions de la forme ux v, % ou %

On considére u et v des fonctions dérivables (v est non nulle

quand elle est en dénominateur).

Calculer la dérivée de f dans chacun des cas suivants, en précisant le domaine
de dérivabilité.

e3x+1 .X‘2
a) ) = b) ) = (x + 1)e* O f =5
X xX+2
d) ) = xIn () ) o) = — £) fl) = x/x
(x+5)2

£) Calculer des dérivées de fonctions composées
Calculer la dérivée de f dans chacun des cas suivants, en précisant le domaine
de dérivabilité.
a)flx) =e ¥t1 b) f(x) = In (x2 + 3) ) flx) =sin(3x+ 1)
d) fx) =4(x+ 1)° e) flx) =/(x2 + 4) f) flx) = e3¥*5

'Y Identifier si deux fonctions ont la méme dérivée
Pour chaque cas, indiquer si les deux fonctions f et g ont la méme dérivée
sur l'intervalle I.
a)f)=In(x+1)+Inx+5)+In(2)
etg(x)=In(x2+6x+5),I=1-1; +[.

b) f(x) = cos(2x) — sin(2x) et g(x) = sin(2x) + cos(2x) + cos(gj, I=R.

) Résoudre des équations
Résoudre les équations suivantes.
a) 10e 3=5avect e R
b)-4et=12avect € R

7
c)Eex =50avecx € R

t
d)8e 2 =40avecteR

7 « Primitives et équations différentielles 203




Activites

)
Physique Maths Histoire 10 - min

n Découvrir la notion d’equation differentielle

On considére un ressort vertical a I'extrémité duquel on a placé une masse m.
On note f(t) I'allongement du ressort a l'instant t par rapport a son équilibre statique / I
eton note k (k > 0) la constante de raideur. L e —,
Les deux forces en présence sont la gravité et la force de rappel du ressort, qui est pro- o z]
portionnelle a I'allongement f(t).

d?f(t) z
+kf(t)=0
a2 (t)

Léquation fondamentale de la dynamique s‘écrit sous la forme m

ou encore mf”(t) + kf(t) = 0, ou f” est la dérivée seconde de la fonction f.
Vérifier que les fonctions suivantes sont solutions f(t) = A cos(wt) + B sin(mt)

k
avec ® =,|— et A et B des constantes.
m

Une équation qui relie une fonction a sa dérivée ou a ses dérivées successives est appelée
une équation différentielle.

Il existe des notations différentes pour désigner une dérivée d’une fonction f ou y,

par exemple 7, j_}’ (lorsque la variable est x), % (lorsque la variable est t).
X

La notation :—y fut utilisée par Wilhelm Gottfried Leibniz (1646-1716), la présence
X

d
de dy et dx définit la dérivée comme étant le rapport A quand ces variations
deviennent infiniment petites. dx

La notation y est due a Sir Isaac Newton (1642-1727) qui parlait de fluxions.

La notation f” a été amenée par le comte Joseph-Louis de Lagrange (1736-1813). Wilhelm Gottfried
Leibniz

= Cours 1 p. 206
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B Découvrir la notion de primitive

1. a) Déterminer une fonction y dérivable sur R telle que y'(x) = e* + 3.

-2
Jx
2. On cherche a déterminer une fonction G dérivable sur R et dont la dérivée est g(x) = (x + 2) e*.
a) Peut-on déterminer G de la méme maniere que dans les situations précédentes?
b) En supposant que G(x) est de la forme (ax + b)e*, déterminer les valeurs a et b convenables. Conclure.

b) Déterminer une fonction F dérivable sur R} telle que F’(x)

3. On cherche a déterminer une fonction H dérivable sur ]0; + o[ et dont la dérivée est h(x) = In (x).
Un logiciel de calcul formel propose cette expression pour H(x).

Démontrer que la fonction H a bien pour dérivée h.
On dit alors que H est une primitive de la fonction h
sur l'intervalle ]0; +oo[.

int (1n(x) ,x)

x*1n(x)-x

4. Démontrer I'équivalence suivante : deux fonctions f et g ont la méme dérivée sur un intervalle | si
et seulement si la fonction f — g est constante sur I.

= Cours 2 p. 208
J
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- _ . ' )
Introduire I'étude des équations y’ = ayety’=ay+b

A» Léquationy’ =1y
1. Quelle fonction usuelle et non nulle est solution de I'équation y" =y ?

2. Si une fonction fest solution de I'équation différentielle y” = y, la fonction Kf, ol K est un réel quelconque,
est-elle aussi solution de I'équation y’ =y ?

3. En déduire d'autres solutions de y" = y.

B » L'équation )’ = ay et les fonctions de la forme x —> Ke?* avec K et a réels

1. Vérifier que la fonction x — e3¥ est solution de I'équation y’ = 3y.
En déduire d'autres solutions de I'équation.

2. Proposer des solutions des équations y’ =5y et y" =-y.

3. A l'aide de GeoGebra, en créant des curseurs a et K, étudier les courbes représentatives des fonctions
de la forme x — Ke%,

4. Associer chaque fonction f ci-dessous a sa courbe représentative et donner I'équation différentielle dont
elle est solution.

a) flx) = - 3e2* b) f(x) = 0,5¢* ) flx) = 0,5e~2* d)flx)=-3e"% e) flx) = 0,5e~01¥
® ® ®
) Y J
24 44 2L
X X
: : 24 : : :
-4 2 4 2 0 2
: 3 -2+
-2 0 2 4
® ®
y J
4+ 4t
—+ 2 4
: : > - : 5
2 o 7 4 50 3 4

C»Léquationy’=ay+b

1. En remarquant que |'équation différentielle y* = 3y + 5 se raméne a I'équation différentielle

5) 5 5
(E): (y + §j = 3()/ + 5) montrer qu’une fonction f est solution de (E) si et seulement si la fonction f + 3

est solution de y” = 3y. Donner alors des solutions de cette équation.

2. On considére I'équation différentielle y” = ay + b, a et b étant des réels non nuls.

Quelles solutions peut-on donner a cette équation?
“» Cours 3 p. 210

J
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Cours

a Equations différentielles et primitives
Equation différentielle

¢ Une équation différentielle est une égalité liant une fonction inconnue y de la variable x, ses dérivées
successives y’, 9. et éventuellement d'autres fonctions (constantes, f...).
¢ On appelle solution d’une équation différentielle toute fonction dérivable vérifiant I'égalité.

Résoudre une équation différentielle, c'est trouver toutes les fonctions solutions vérifiant I'égalité.

Exemple
La fonction x — e~ est solution de I'équation y” - y = 0 car, pour y(x) = e~%, y”(x) = +e™* donc y"(x) - (x) = 0.

(CRemarques

(1) La dérivée est associée a un taux de variation, quotient des variations de y sur les variations de x,
d'ou le terme différentiel.

d d
(2) On peut étre amené a utiliser I'écriture différentielle y' = d_)/ ouy = d_)t/
X

Exemples d d
2y +3y=0 o /(D=2 + 5t + 1 -d—i’+5y=o Od—y=2y(x)+x2
x
LEMTGNY Primitive d’'une fonction
Soit f une fonction définie sur un intervalle | réel.
On appelle primitive de la fonction f sur | toute fonction solution de I'équation différentielle " =f.

Ainsi, une fonction F est une primitive de f sur | lorsque, pour tout x de I, on a F’(x) = f(x).

Exemple
La fonction x> x? est solution de 'équation différentielle y’ = 2x.
La fonction F: x— x2 est une primitive, sur R, de f: x> 2x.

Primitives de fonctions usuelles

Fonction f Intervalle de définition Primitive F
flx)=a R F(x) = ax + k, avec k réel
o) = X", Rsin gntler(r)waturel : ;
o o B n ,
n entier relatif sauf - 1 ) .] ! [?u 105+l F(x) = PRt k, aveckréel
si n entier négatif non nul sauf - 1.
Flx) = — 10; +oo[ F(x) = 2Jx + k, avec kréel
Jx
flx) =e* R F(x) = * + k, avec k réel
f(x) = 1 10; 499 F(x) = Inx + k, avec k réel
X
f(x) = sin(x) R F(x) = —cos(x) + k, avec k réel
f(x) = cos(x) R F(x) = sin(x) + k, avec k réel

CRemarque

On obtient ce tableau par lecture inverse du tableau des dérivées usuelles.
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sode

Enoncé

(résolus

1. Montrer que la fonction y est solution de I'équation y’ = fsur | :

Y(x) =3x° -2+ 5x - 1; f(x) = 155% - 2x + 5, avec | = R.

2. Montrer que la fonction x — cos x est solution de I'équation y” + y = 0. Conseils & Méthodes

fl solution

1. La fonction y est bien dérivable sur | car c’est une somme

de fonctions dérivables sur | :
(%) = 15x* - 2x + 5 = f(x). ﬂ

2. La fonction x —> cos(x) est deux fois dérivable sur R
et Y(x) = cosx; alors y”(x) = —cosx, donc y”(x) + y(x) = 0.

A vous de jouer ! |V

Montrer que la fonction y est solution de I'équation
Y =fsurl.

a)y(x)=§x3 +§x2;f(x)=5x2+3x;I=[R
1 -1
b)y(x)=$+5;f(x)=y;l=]0;+°°[

ﬂ Montrer que la fonction y est solution de I4quation
proposée.

a) y(x) = e?*; équation : y’ = 2y

b) y(x) = cos(x) sin(x) ; équation : y” = -4y

: FINe pas oublier de justifier la dérivabilité. :

Pour justifier de la dérivabilité, penser a utiliser ~ :

. les opérations sur les fonctions dérivables. Ici la
fonction y est la somme de fonctions dérivables -
sur |, donc elle est dérivable sur I. 3

A ﬂ Calculer la dérivée et retrouver f.

n Montrer que la fonction y est solution de I'équation
y"=fsurun intervalle | a préciser.
e* e*(x-1)
a) y(x)=—;flx) =———
) y(x) o (%) 2
1
2Jx  «x
<) y(x) = sin(x) + 7; f{x) = cos(x)
) Exercices 37 a 41 p. 218

b) y(x)=+/x +In(x); f(x)

50de
5& Déterminer une primitive d'une fonction usuelle
Enoncé
Pour chacune des fonctions suivantes, déterminer une primitive F sur1=10; +[ ou | = R.
a)xn—>l b) x — &3 c)xn—>l4
x X

a) ﬂF(x) =In(x)
b) FYF(x) = ! x4
ﬂ 4
) L'entier n est négatif, égal 3 —4. ﬂ

F(X) - 1 x4+ -1 3 -1

=— X =—.
-4 +1 3 3x3

A vous de jouer ! [V

Déterminer une primitive de la fonction f sur l'inter-
valle I.

a) f(x)=§x3;l=[R

b) f(x) = 1 ;1=10; +2]
X

....... Conseils & Méthodes

ﬂAppquuer la formule du tableau des primitives des fonctions usuelles.

ﬂAttention dans le tableau du cours, lorsque I'entier n est négatif avec

1
n # -1,dans la formule F(x) = P X"V + k le nombre n + 1 est aussi
n+

ﬂ Déterminer une primitive de la fonction f sur un
intervalle | a préciser.

a)f(x)=— b) f(x) = sin(x)
) Exercices 42 et 43 p. 218

xk‘é

7 - Primitives et équations différentielles
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Cours

e Existence et calcul de primitives

Existence de primitives

Toute fonction continue sur un intervalle | admet des primitives sur I.

Ensemble des primitives et conditions initiales

Soit fune fonction continue sur un intervalle | et admettant une primitive F. Alors 'ensemble des primitives
defsur | sont les fonctions de la forme F + k, avec k réel. Pour tous réels x, de | et y, de R, il existe une
unique primitive qui prend en x, la valeur y,, c'est-a-dire une unique primitive F telle que F(x;) = ,,.

® Démonstration

Soit fune fonction continue admettant une primitive F sur un intervalle I. D6 ] o E'
, L., émonstration by

Alors toute fonction de la forme x+— F(x) + k, avec k réel, a pour dérivée lienmini.fr/maths-s07-04 Egﬁ

(F+K)'(x) = F'(x) + 0 =f(x), d'aprés les opérations sur les dérivées :

c'est donc une primitive de fsur .

Réciproquement, si G est une primitive de fsur | alors, pour tout x de |,

G'(x) = F'(x) = flx), C'est-a-dire (F(x) - G(x))’ =0.

Ainsi il existe un réel k tel que F(x) — G(x) = k, c'est-a-dire F(x) = G(x) + k.

Si, de plus, F(x,) =y, alors Flx) = Glxy) + k =y, soit k =y, — Glx;).

(CRemarque
On dit que deux primitives d’'une méme fonction different d'une constante.

Exemple
X
Soitf: x> sin [Z] La fonction fest continue sur R et admet pour primitives les fonctions de la forme

X . . X
X _4COS[Z] + k. La primitive qui en 21t prend la valeur 0 est x+— —4cos[2].

Primitives de fonctions composées

Les théoremes opératoires sur le calcul de dérivées permettent d'établir le tableau suivant sur les
primitives. On considére que u désigne une fonction dérivable sur un intervalle I.

Forme de la fonction Primitive a une constante pres Conditions
u+v u+v u et vdérivables sur |
AU, avec A réel Au
i untl Si n est négatif, alors u(x) # 0
vu,n€Z,n=0etn=-1
n+1 pour tout x de |.
u -1
2 m u(x) # 0 pour tout x de |
v Ju u(x) > 0 pour tout x de |
2Ju P
u/
n Inul pour u(x) # 0
ue! el
, , v dérivable sur un intervalle J et,
(v'ou)xu vou

pour tout x de |, u(x) appartient a J
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Meéthodes Y Ap——E—

lienmini.fr/maths-s07-03 S esd math
2node

n Déterminer I'ensemble des primitives d'une fonction,
ou une primitive avec conditions initiales

Enoncé
1. Soit f: x> 3x2 + — . Vérifier que la fonction F : x> x3 + In (x) est une primitive de fsur ]0; +[.
x

2. En déduire I'ensemble des primitives de f sur ]0; +[. Déterminer celle qui prend en e la valeur 0.

B Solution | PO Conseils & Méthodes _|RNNNNIN

ﬂ Se rappeler que deux primitives different

1
o 4o s _ 2 _
1. F est bien dérivable sur | et F/(x) = 3x° + ol d'une constante.

2. L'ensemble des primitives de f sur ]J0; + [ sont

les fonctions de la forme G(x) = x3 + In (x) + k, ou k € R. ﬂ
Ge)=0= HFe3+In(e)+k=0=k=-1-¢3.

La primitive cherchée est donc: G(x) =3 + In(x) -1 - €.

A vous de jouer ! |V

ﬂ Pour trouver la constante qui convient lorsque
les conditions initiales sont imposées, on résout
une équation.

@ 1. Montrer que la fonction F: x— xIn (x) - xest une 1. Montrer que F: x+— cos(Zx - E) est primitive de
primitive de la fonction In sur ]0; + o[ 2 .
2. En déduire I'ensemble des primitives de In sur ]0; +[. la fonction f définie par f(x) = -2 sin[Zx - E) surR.
3. Déterminer l'unique primitive de la fonction In qui 2. En déduire I'unique primitive H de f sur R telle que
s'annuleen 1. P

H Z = 2

,Q,}‘;\ode “» Exercices 44 a 47 p. 218

5 Déterminer une primitive

Enoncé

Pour chacune des fonctions proposées, déterminer une primitive F de fsur R ou ]0 ; +oo[.
2x +1

(x2 + x +5)3

M ......... Conseils & Méthodes | EEE—_G

N ‘I . , by
a) On reconnat une somme u’ + v avec u(x) = 3 et v(x) = —, ﬂ Faire apparaitre correctement un modéle
X du tableau du cours.

a) f(x) = x3 +l b) f(x) =
x

1 1
avec u et v des fonctions dérivables sur J0 ; +9[ : F(x) = —x* + In (). ﬂ 1 )
4 . A C’est un produit, donc on va chercher
b) ﬂ On reconnait la forme u’u™ avec n = 3. Une primitive sur R - "Ydans le tableau des produits qui pourraient
: convenir comme modele. Bien penser

(sur R car on aura remarqué que le trinéme x? + x + 5 est positif) sera : N
adiviserparn+1.

(x2+x+5)73 2 5 =1
ﬂ F(x) = — (x% +x+5)7% = 22 + %+ 57 ﬂ Lorsque n est négatif, la forme u’u" s'’écrit

sous la forme d'un quotient.

A vous de jouer ! |V

Déterminer une primitive de fsur l'intervalle I. n Déterminer une primitive de fsur l'intervalle I.
a)fl) = - ;1= R. a)f(x)=L;.=]l;+w[
52 (3x-172 3
b) f(x)=———;1=10; +°[.
x3+5 b)f(x)zﬂ”:ﬂ@
Q) fix) = 2x+ )2 +x-7)5;1=R VX2 +x-5
) flx) = cos(x)(sin(x))?; 1= R

) Exercices 48 a 54 p. 219

7 - Primitives et équations différentielles
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Cours

e Résolution des equations differentielles

Ensemble des solutions d’une équation )’ = ay, solution avec condition initiale

Les équations différentielles de la forme )’ = ay ou a est un réel non nul ont pour solutions les fonctions
x> Ke?, avec K réel.

Pour tous x, et y, deux réels donnés, il existe une unique fonction f solution prenant en x; la valeur y,,
C'est-a-dire telle que f(x,) = y,.

® Démonstration

On vérifie facilement que toute fonction de la forme x+— Ke%, ou K € R, est solution.
Réciproquement, il faut prouver que toute solution est de cette forme.

Considérons g une solution de I'équation y’ = ay.
On a alors, pour tout xde R, g'(x) = ag(x). Démonstration
Définissons une fonction t par t(x) = g(x) x e~ ettt
Cette fonction est dérivable sur R et, pour tout x de R,
onat'(x)=g'(x) xe ¥ -ag(x) e =e"%(g'(x) - ag(x)) = 0. 34 sl

La fonction t est donc une fonction constante. Il existe un réel K tel que, pour
toutxde R, on a t(x) = K, et ainsi g(x) = Ke.

(CAllures des courbes des fonctions Ke?
Obtenues pour K positif puis pour K négatif et en faisant varier le coefficient a.

J J Exemple
K positif et’fzr;)?)ssi:tiiff L‘équation différentielle (E): )" =3y a
et a négatif pour solutions les fonctions de la forme
d ¥ x> Ke3~,
0 0 K néqatif L'unique solution de (E) telle que A0) =2
K négatif et a négatif ota pc?sitif est la fonction x— 2e3*%,

Ensemble des solut_lgns d une équation y’ =ay+ b,
solution avec condition initiale

Les équations différentielles de la forme ) = ay + b ol a est un réel non nul et b un réel ont pour
solutions les fonctions x— Ke® — —, avec Kréel. Pour tous x;, et y, deux réels donnés, il existe une unique

a
fonction f solution prenant en x; la valeur y,, c'est-a-dire telle que f(x;) = y,.
(CRemarque Lafonction constante x — —— est une solution particuliére de I'équation.
a

P Démonstration

L . . b .
On vérifie facilement que toute fonction de la forme x+— Ke?® — —, avec K € R, est solution.
a
Réciproquement, il faut prouver que toutes les solutions sont de cette forme.
) b . Lo
Nous savons que la fonction constante c: x — —— est solution particuliére, c'(x) = ax c(x) + b. (1)
a

Considérons g une solution de I'équation y"=ay + b, on a alors, pour tout xde R, g’(x) = a x g(x) + b. (2)
Par soustraction de (2) et (1), on obtient g’(x) - ¢'(x) =a x (g(x) — c(x)), soit (g(x) - c(x))" = a x (g(x) — c(x)).
Ainsi, la fonction g - c est solution de équation y” = ay, donc de la forme Ke®, ce qui entraine :

g(x) - c(x) = Ke®, soit (x) = Ke? - 9 ,KER.
a

La fonction constante égale a 1 est solution de y” = y - 1. Toute fonction solution est de la forme x+— 1 + Ke",

I Exemple

avec K réel.
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Enoncé
1. Résoudre I'équation 3y’ = 2y.
2. Donner l'allure des courbes solutions.

3. Déterminer ensuite I'unique solution f telle que f(1) = e.

jl solution

il ﬂ L'équation 3y’ = 2y correspond a la forme y” = %y.

2

—X
L'ensemble des solutions sont les fonctions x — Ke3 .

2. Si K est positif, les courbes sont en dessus de I'axe
des abscisses, si K est négatif elles sont en dessous.

2
3. ﬂ La solution cherchée est telle que Ke3 =e,
=2 1
soitK=e 3 Xe =e3.
1 zx 1+2x
C'estlafonctionf:x+>e3 xe3 =e 3 |

A vous de jouer ! |V

1. Résoudre les équations différentielles.

a)y =2y
2. Donner l'allure des fonctions x — Ke~>* en discutant

b) y’=-5y

selon le signe de K.

50de

2

Enoncé

Déterminer les solutions de I'équation 2y" =8y - 10

puis trouver la solution qui s’annule en 1.

i Solution N

ﬂ L'équation 2y” = 8y — 10 correspond a la forme y” = 4y - 5.

. 5 .
La fonction constante 7 est solution. ﬂ

. . 5
L'ensemble des solutions sont les fonctions x — 7 + Ke*x,

ﬂ La solution cherchée est telle que% +Ke* =0, s0itK =e ™ x

A vous de jouer ! [V

@ Résoudre les équations différentielles.

a)y =2y+1
Ay +y=3

b)y’=-5y+2
d)4y’+y-5=0

(résolus

Ml Conseils & Méthodes i

Retrouver la forme
d'équation y’ = ay.

d'inconnue K.

m 1. Résoudre les équations différentielles.
a)y'+ly=0 b) 4y’ +5y=0
3

2. Déterminer la solution f de I'4quation 4y + 5y

telle que f(1) = 2.

) Exercices 58 a 65 p. 219-220

i, Conseils & Méthodes |[HEEE—_G

ﬂ Retrouver le modéle y’ = ay + b.

Déterminer la fonction constante
solution. En déduire alors la forme
de toutes les solutions.

Pour trouver I'unique fonction

on va résoudre une équation
pour détérminer K.

m Résoudre I'équation différentielle y” = 0,5(y + 20).

Donner la solution qui prend la valeur —30 en 4.

) Exercices 66 a 70 p. 220-221

7 - Primitives et équations différentielles

ﬂ Pour trouver I'unique
fonction solution telle
que flx,) = y,, résoudre
I'équation Ke™> = y,

solution telle que f(x,) =y, ici f(1) =0,

O:
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xnode
E " i ! i
Transformer l'écriture d'une fonction

Enoncé

1. On considere la fonction f définie sur R par :

Meéthodes
lienmini.fr/maths-s07-03

Les rendez-vous
Sesamath

“» Cours 2 p. 208

f(x) = (3x2 + 2) (%3 + 2x).

a) ldentifier la forme u’u, puis déterminer une primitive de f.

b) Déterminer la primitive qui prend en 1 la valeur 5.

2. 0On considére la fonction g définie pour tout réel x = 0 et x# 1 par:

g(x)=

a b
Trouver des réels a et b tels que g(x)=—+ i
X x-

En déduire une primitive de G sur 11 ; +0o°[.

jl Solution

1. a) On reconnait la forme u’u avec u(x) = X3 + 2x.

ﬂ Une primitive est F: x+—> %(x3 +2x)2 + k, avec k réel.

x(x -1

BB Conseils & Méthodes [N

ﬂ Avec la forme u'u,
_ 1,
une primitive est Eu .

Penser a réduire au méme
dénominateur pour pouvoir
identifier avec la forme g (x)
de I'énoncé.

b) F(1)=%(1+2)2 +k=5<:>k=% e F(x)=%(x3 + 25 +%.
b
2. _a
2 B
_a(x -1 +bx
T x(x-1)
_(a+b)x-a
- x(x-1)
Par identification avec ,on obtienta=—-1eta+b=0,soitb=1.
x(x-=1)
-1
Ainsi =— .
insi g(x) p + o

Pour tout x de ]1; + [, une primitive sera G: x> —In(x) + In(x - 1) = |n(x - 1).
x

A vous de jouer ! [V

1. Donner une primitive sur R de x — cos(x)sin(x).

2. Donner une primitive sur R de x — 2(x + 1)ex2 +2%

m Sur l'intervalle ]1 ; +<c[ on considére la fonction :
1

x(x=N(x+1)

1. Déterminer les réels a, b et c tels que :

a b C
g(x)=—+—+ .
x x-1 x+1

2. En déduire une primitive de g sur]1 ; +ol.

g:x—

On considére la fonction :

h:x—(x+1)e~
En développant h(x), retrouver une forme u’v + uv’ et en
déduire une primitive de h sur R.

On considere la fonction :
In
t:x— ﬁ
X
Ecrire t(x) sous une forme u’u et en déduire une primitive

sur]0; +oof

) Exercices 76 a 80 p. 222



| O Exos 4 Les rendez-vous
Méthodes =
lienmini.fr/maths-s07-03 S esa math

hode
=[K:B Etudier une fonction solution d'une équation y’ = ay + b 5 Cours 3 p. 210

Enoncé Algo 4

On considere I'équation différentielle 2y - 5y =0.
. Résoudre cette équation différentielle.
. Déterminer la solution ftelle que f(1) = e.

. Etudier les variations de f sur R.

1
2
3
4. Etudier les limites de fen +o et — oo,
5. Déterminer la valeur de x pour laquelle f(x) = 20.
6. Résoudre I'inéquation f(x) > 40.

7

. Ecrire un algorithme permettant de déterminer a partir de quelle valeur entiére positive de x on a f(x) > 10 000.

m U Conseils & Méthodes S

, ) . . 2y ﬂVoir la méthode 5 pour la
1. ﬂ 2y’ -5y =0 est de la forme y” = E}/, les solutions sont les fonctions x — Ce2 . résolution de Iéquation y” = ay

3 o =2 33, =8
2. ﬂf(1)=edonne f(D=Ce2=e&C=—F=e 2,doncf(x)=e 2-e2 =e 2

Connaissant f(x), calculer
f(1) puis résoudre I'équation

e2 pour trouver C.

5x-3
3. ﬂ D'apres I'équation f*(x) = gf(x) = Ee 2 >0, donc fest strictement

Cest le signe de la dérivée

croissante sur R. qui donnera les variations.

4. lim x=3 + et lim e¥ =400 donc, par composition, lim f(x) = +e. Il faut étudier la limite
x>t D X400 x4 d’une fonction composée.
lim X3 et lim eX = 0 donc, par composition, lim f(x)=0. EPenseré I'équivalence
X 2 X—-o x=>=c0 el=bsa=In(b).
5x-3
— 3 + 2In(20 , .
5. af(x)= 20 équivautae 2 =20<:>5x—3=2|n204:)x=+7n() C'est une boucle non bornée
53 5 quiil faut dans l'algorithme.
3 + 21In(40) ®eeeesssscecsssscecsssscsssssenss .

6. f(x) > 40 équivautae 2 > 40, ce qui donne x >

S- ]LI"MO)HOO{
5

7. [ En langage naturel, 'algorithme est :
[ En langag g 0

Tant que exp (5"2_-3js 10000

Xex+1
Fin tant que

A vous de jouer ! |V

Soit I'4quation différentielle 3y” + 2y = 0. Soit I'équation différentielle y’ -~ 5y=3. Algo £
1. Résoudre cette équation différentielle. . Résoudre cette équation différentielle.

2. Déterminer la solution f telle que f(0) = e.

3. Etudier les variations de f sur R.

4. Etudier les limites de fen +% et -,

5. Déterminer la valeur de x pour laquelle f(x) = 5.

. Déterminer la solution f telle que f(0) = ?

1
2
3. Etudier les variations de f sur R.

4. Etudier les limites de fen + et — o,

5. Déterminer la valeur de x pour laquelle f(x) = - 10.
6. Résoudre l'inéquation f(x) < -100.

7. Ecrire un algorithme permettant de déterminer a partir
de quelle valeur entiére positive de x on a f{x) < -10000.

) Exercices 69 et 70 p. 220-221

7 - Primitives et équations différentielles 213
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Enoncé

Meéthodes
lienmini.fr/maths-s07-03

Les rendez-vous
Sesamath

> Cours 3 p. 210

Une note de musique est émise en pincant la corde d’une guitare électrique.

La puissance du son émis, initialement de 100 watts, diminue avec le temps t, mesuré en secondes.
On modélise par f(t) la puissance du son émis, exprimée en watt, t secondes aprés le pincement

de la corde. Le son s’affaiblit a une vitesse proportionnelle a sa puissance, il a été établi

que le coefficient de proportionnalité est de - 0,12.

1. Ecrire I'équation différentielle traduisant la diminution de son.

2. Déterminer la fonction f solution de I'équation différentielle (E) qui vérifie la condition

initiale f(0) = 100.

3. Quelle est la puissance du son deux secondes aprés le pincement de la corde ?

Arrondir au watt prés.

4. Résoudre par le calcul I'équation f(t) = 80, on donnera la valeur exacte

et la valeur approchée a 1073, Interpréter ce résultat.

i Solution N

1. ﬂy’=—0,12y.

2. Les solutions de I'équation différentielle sont les fonctions définies pour tout réel t

0,12t
!

par t+—> ke~ ol k est une constante réelle quelconque.

La condition f(0) = 100 équivaut a ke=%12x0 = 100, d'ots k = 100.
Ainsi, la fonction f est définie sur [0 ; + [ par f(t) = 100e~%12¢,

3. ﬂ I suffit de calculer f(2) = 100e~%122 = 79

Arrondie au watt prés, la puissance du son deux secondes apres le pincement

de la corde est de 79 watts.

4. ﬂ II suffit de résoudre I'équation f(t) = 80 < 100e~%1% = 80 < =012t =

& 1In(e %12 = 1n(0,8) & -0,12t=In(0,8) & t = i)

1

= 1,86.

Si fest la fonction puissance,
alors la vitesse d'évolution
de cette puissance est f'.

On traduit ensuite I'enoncé.

avec une condition initiale qui

. A On retrouve le modele y’ = ay
¢ assure l'unicité de la solution.
ﬂ Interpréter la fonction f dans

. le contexte de l'exercice.
80 Secceccsssscessccsssssssssecssssse D

100

La puissance du son émis 1,86 seconde apres le pincement de la corde sera égale a 80 watts.

Le sel se dissout dans I'eau en ions Na* et CI~a une
vitesse proportionnelle a sa masse. Il y avait au départ
25 kg de sel. On note o le coefficient de proportionnalité
traduisant I'évolution de cette dissolution.

1. En notant f(t) la quantité de sel (en kg) a l'instant t
(t = 0), écrire, en fonction de o, I'¢quation différentielle
qui traduit le probléme de la dissolution du sel. A I'aide
de la condition initiale, déterminer la fonction solution
exprimée a l'aide de o

2. On sait de plus qu'il ne reste que 15 kg de sel apres
10 h écoulées.

En déduire la valeur de

o, puis I'expression de la

solution f{(t).

3. Quelle masse de sel

reste-t-il apres 4 h ?

4. Au bout de combien

d’heures ne reste-t-il

plus que 0,5 kg de sel ?

m Une fibre optique est un fil

tres fin, en verre ou en plastique,

qui a la propriété d'étre un

conducteur de la lumiére et sert

dans la transmission d’un signal

véhiculant des données. La puis-

sance du signal, exprimée en

milliwatts (mW), s'atténue au cours de la propagation,
exprimée en km. On admet que la fonction puissance g
est définie et dérivable sur l'intervalle [0 ; + o[ et quelle
est solution sur cet intervalle de I'¢quation différentielle
y’+0,035y=0.

1. Résoudre I¢quation différentielle y” + 0,035y = 0.

2. Sachant que g(0) = 7, déterminer g(x).

3. Pour rester détectable, un signal doit étre amplifié
dés que sa puissance devient strictement inférieure a
0,08 mW. Le signal sera-t-il encore détecté au bout de
100 km de propagation ?

L) Exercices 71a75 p. 221



Méthodes
lienmini.fr/maths-s07-03

Les rendez-vous
Sesamath

250de

(résolus

E Résoudre une équation de laformey’=ay+ ¢

Enoncé

Soit I'équation (E) : 2y’ + 6y =2 + 2x- 1.

> Cours 3 p. 210

A . 1 2 13 . p .
1. Vérifier que la fonction P: x — gxz + gx = est solution de I'équation (E).

2. Montrer que f est solution de (E) équivaut a - P solution de (E') : 2y” + 6y = 0.

3. En déduire les solutions de (E).

jl solution

R P'(x)=%x+%

3 9 6 9 3 9 9

2x(1x+z)+ 6(1362+£x—5)=zx+i+x2+6><3x—6><E=x2+2x—1

22 ﬂ fest solution de (E) si et seulement si 2f + 6f = x2 + 2x - 1,
c'est-a-dire si et seulement si 2f" + 6f = 2P + 6P, soit 2(f— P) + 6(f— P) = 0.

3. fest solution de (E) si et seulement f— P est solution de (E’).

ﬂ On sait que les solutions de (E’) sont de la forme Ke™*,

B Conseils & Méthodes |

Dériver la fonction P et vérifier
I'égalité.

La démarche est identique
alaresolutionde y’=ay+b:
fest solution de (E)

si et seulement si f- P est
solution de y’ = ay.

54

On connait les solutions
de I'équation y’ = ay,
donc on peut exprimer f—P.

f- P est solution de (E), d'ou f(x) — P(x) = Ke=3*, ainsi f(x) = P(x)) + Ke=3*.

2

Ainsi les solutions de (E) sont les fonctions x — lx2 Fox— 12 ¥
6 54

9

A vous de jouer ! [V

[22] soit Iquation () 1y’ =3y=2el%
-1
1. Vérifier que la fonctiong: x+— ?e” est solution de (E).

2. Montrer qu’une fonction f est solution de (E) si et seu-
lement si f - g est solution de (E'): " -3y =0.
3. En déduire I'ensemble des solutions de (E).

m Soit 'équation différentielle () : " + 2y = 3e73%,

1. Vérifier que la fonction g définie sur R par g(x) = -3e™3¥
est solution de I'équation (E).

2. Montrer qu’une fonction fest solution de (E) si et seule-
ment si f— g est solution de (E') : " + 2y =0.

3. En déduire I'ensemble des solutions de (E).

Soit I'équation différentielle (E) : " = y + x.

1. Déterminer une fonction h affine solution de (E).

2. Montrer qu’une fonction f est solution de (E) si et seule-
ment si f - h est solution de (E') : y" = y.

3. En déduire I'ensemble des solutions de (E).

m Soit I4quation différentielle (E) : y” = y + cos x.

g . -1 1.
1. Vérifier que la fonction t : x — — cosx + — sinx est
solution de (E). 2 2
2. Montrer qu’une fonction f est solution de (E) si et seule-
ment si f—t est solution de (E'): y" = .
3. En déduire I'ensemble des solutions de (E).

Ke—3x, avec K réel.

m On consideére les deux équations différentielles

e T
suivantes définies sur }0 ; E[ :

cosx
sinx

(E):y'—(1+ ]yzsinx
gy -y=1
1. Donner l'ensemble des solutions de I'équation (E).

2.Soit fet g deux fonctions dérivables sur }0 ; g{et telles

que f(x) = g(x)sinx.
Démontrer que la fonction f est solution de (E) si et
seulement si la fonction g est solution de (Ep).

3. Déterminer la solution f de (E) telle que f [%j =0.

On considere I'équation (E) : y" = y - x2.

1. Démontrer que si un polyndme P est solution de
I'équation alors il est du second degré.

2. En déduire une solution particuliére de (E).

3. Montrer que fest solution de (E) si et seulement si f— P
est solution de I'équation y’ = .

En déduire les solutions de (E).

) Exercices 96 a 98 p. 224
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Exercices (apprendre a démontrer

La propriété a démontrer

non nul ont pour solutions les fonctions :
x+—> Ke%, avec K réel.

© On souhaite démonter cette propriété.

» Comprendre avant de rédiger

Les équations différentielles de la forme y’ = ay ou a est un réel

© VIDEO

Démonstration
lienmini.fr/maths-s07-05

fes maths em flim

Il s'agit de prouver I'¢quivalence suivante : une fonction de la forme Ke% est solution

et réciproquement toute solution est de la forme Ke?”,

» Rédiger
Etape @

On vérifie que toute fonction y de la forme
x — Ke%, avec K € R, est solution.

->

Réciproquement, il faut prouver que toutes
les solutions sont de cette forme.

Etape @
En considérant une fonction g solution, on définit 9

une fonction auxiliaire t dérivable et dont la dérivée
est nulle.

Etape @

Toute fonction dont la dérivée est nulle est
une fonction constante, donc t est constante.

->

» Pour s’entrainer

La démonstration rédigée
Considérons une fonction y: x> Ke®,
Sa dérivée est y’(x) = Kae®, ainsi
ay(x) = a(Ke™) = Kae®™ = y’(x).

Réciproquement, nous devons montrer
que toute fonction solution est de la forme x +— Ke®.

Considérons g une solution de I'équation " = ay.
On aalors, pour tout x de R
g'(x) = ag(x).

Définissons une fonction t par :

t(x) = g(x) x e7%%,
Cette fonction est dérivable sur R et, pour tout x de R,
ona:
() = g'(x) X 7% - ag(x) e
t'(x) = e (g'(x) - ag(x))
t(x)=0

La fonction t est donc une fonction constante.

Il existe un réel K tel que t(x) = K et ainsi g(x) = Ke®.

De la méme fagon, montrer que les solutions de I'équation différentielle y’ = —ay, avec a non nul,

sont les fonctions de la forme x +— Ke 9, avec K réel.
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