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. . Intensité sonore
P our rendre compte de la perception humaine des sons,

lienmini.fr/maths-s06-01
une échelle des décibels est utilisée : I'intensité allant

de 0 dB, seuil de I'audition humaine, a environ 120 dB,
limite supérieure des bruits usuels. Il s'agit d’'une échelle
logarithmique.

Pourquoi les voix de quatre chanteurs
enrichissent-elles I’harmonie sans quadrupler
I'intensité sonore ? “» TP 4p.201




W Les rendez-vous

Prérequis

lienmini fr/maths-s06-02 Sesamath

Utiliser les propriétés algébriques
de la fonction exponentielle
Simplifier au maximum les expressions suivantes.

X 2x)\3 -X _ aX
a) e x e?* b) € <) (e*) s —¢
e—2x ex+1 e~x

Résoudre des équations du type e*=k

1. Quel est le nombre de solutions de I'équation e*=kaveck € R ?
2. Résoudre chacune des équations suivantes.

a)e*=0 b)e =1

c)e*=e c:l)ex:l
e

Résoudre des équations et des inéquations simples
avec la fonction exponentielle
1. Résoudre les équations suivantes.

e*X
a)e¥*tIxe’ =1 b) —=e c)e*1=0
pre

2. Résoudre les inéquations suivantes.

1
a) efx <e b) ex+1 > e3—2x C) 7 < ex—3

Calculer des fonctions dérivées
Dans chacun des cas suivants, calculer f'(x) sur l'intervalle | donné.

a)flx)=e™3;1=R b) f(x) =3xe*;1=R c) f(x) :L1 =R
ex —

Savoir déterminer une équation de tangente

Pour chacune des fonctions ci-dessous, déterminer une équation
de la tangente a la courbe en a.

a)f:x—(x-1)e*-3ena=1 b)f:x—e>*+2x-Tena=0

Déterminer des limites

Déterminer les limites suivantes.
X

a) lim e3x’ b) lim
x—-0 x—+% X —
. ) . e¥-1
c) lim (2x +1)e?~ d) lim
x—>—00 =0 X

Déterminer des réels vérifiant des conditions

Dans chaque cas, déterminer I'ensemble des réels vérifiant les conditions
données.

a)2x-1>0et-3x+5>0 b)1-x>0etx?+3x-4<0

6 - Fonction logarithme népérien
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Activites
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n Approcher graphiquement une nouvelle fonction

Le plan est muni d'un repére orthonormé.

A » Transformation du plan

1. On considere le graphique ci-dessous.

y A
3__
B(y;
2“+(y X)
4 A ;
1 +(x P .
PRTRERER

Quelle conjecture peut-on faire quant aux points A et B de coordonnées respectives (x; y) et (y; x)
et la droite A d’équation y=x?

2. Démontrer la conjecture.

B » Construction de la courbe de la fonction logarithme népérien

1. Al'aide d'un logiciel de géométrie dynamique, tracer la courbe représentative Y g A
de la fonction exponentielle et y placer un point N. 3T

2 -+
2. Construire le symétrique N” de N par rapport a la droite A.

1
Activer la trace de N” et déplacer le point N. __‘/ L 1] |
3. Afficher la courbe €’ représentative de la fonction In, en saisissant P _1_1 1. | A
y=In(x). °

Lensemble des points N’ constitue la courbe représentative de la fonction logarithme népérien notée In,
fonction réciproque de la fonction exponentielle.

C» Conséquences et conjectures
D’apres le théoreme des valeurs intermédiaires (% chapitre &), on peut démontrer que I'équation e* = k
admet une unique solution s dans l'intervalle ]J0 ; +oc[. On admet que s = In (k).

1. En s'appuyant sur cette notion de fonction réciproque entre x — e* et x — In (x) et les caractéristiques
des coordonnées des points appartenant a ces courbes (cf. partie A), en déduire les valeurs de In (1) et In (e).

2. Que peut-on en déduire quant a e"® et In(e¥) ?

3. Quel est I'ensemble de définition de la fonction logarithme népérien ?
4. Conjecturer pour la fonction logarithme népérien :

a) les limites aux bornes de I'ensemble de définition.

b) le sens de variation.

c) le signe de la fonction.

5. a) Reprendre la construction effectuée sur le logiciel de géométrie dynamique et y tracer la tangente
au point N” a la courbe ¢’. Afficher la valeur de son coefficient directeur.

b) Aprés avoir déplacé plusieurs fois le point N, émettre une conjecture quant au lien qui semble exister entre
I'abscisse du point N’ et le coefficient directeur.

6. Quelle conjecture peut-on émettre sur la dérivée de la fonction x— In (x) ?

= Cours 1 p.172
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TICE _ Math

s Histoire

Repondre a des besoins pratiques de calculs

au Xxvi¢ siecle : les logarithmes

C'est avec John Napier, dit Neper (1550-1617), qu'apparaissent les loga-

LD

Y
35§ min
ap

rithmes a la fin du xvi® siécle. Ce mathématicien et astronome écossais a
cherché a faciliter les calculs qui pouvaient devenir longs et pénibles liés
a l'astronomie, la navigation... en mettant au point une correspondance
entre les termes d’une suite géométrique (1;a;a?;...;a?;...;a%;...) et
ceux d'une suite arithmétique (0;1;2;...;p;...;q;...) al'aide de la for- I
mule aP x a? = aP*9.

Il met alors au point une table numérique a deux colonnes, appelée table |

des logarithmes.

Principe : Tout produit de deux nombres m et n de la premiére colonne est associé a I'addition de deux autres

nombres x et y de la deuxieme colonne.

m X
n J
mXn xX+y

Les questions suivantes utilisent I'extrait ci-contre d’une table de logarithmes
(les nombres de la colonne de droite sont arrondis au dix-milliéme pres).

1. a) En prenant m = 2 et n = 3, peut-on constater que cette table vérifie

le principe mentionné ci-dessus ?

b) Quel nombre doit-on écrire en facede 8 ?7de 127

¢) Quel nombre doit-on écrire en face de 17

d) Sans effectuer la multiplication 27 x 91, comment obtenir le résultat a l'aide
de cette table ?

2. a) En remarquant que 10 + 5 = 2, quel calcul doit-on effectuer avec

les nombres de la colonne de droite respectivement associés aux nombres 10
et 5 afin de retrouver celui qui est associé au nombre 2 ?

Vérifier cette conjecture sur d'autres nombres.

b) En déduire le nombre a inscrire en face de 0,2, puis en face de 1,5.

3. a) Dans la colonne de gauche, 3;9; 27 ; 81 représentent les premiers termes
d'une suite géométrique de raison 3.

Quelle semble étre la nature de la suite dont les premiers termes sont
les nombres correspondants dans la colonne de droite ?

b) En déduire les nombres a écrire en face de 37" et 3'°.

4, Pour la suite des questions, on notera a les nombres de la colonne de gauche
et In(a) ceux de la colonne de droite (logarithme népérien de a).

a) En prenant m = n = g, en déduire In (a?), le vérifier a 'aide de la table avec a = 3.
b)Enprenantm=n= Ja, en déduire In(+/a), le vérifier a 'aide de la table avec a = 16.
(CRemarque Cette table fait une correspondance entre les multiplications

et les additions, entre les divisions et les soustractions, entre les extractions de racines
carrées et les divisions par 2.

TANLES

IGARITHMES

3-1
0,2
1
1,5
2 0,6931
3 1,0986
4 1,3863
5 1,6094
6 1,7918
7 1,9459
8
9 2,1972
10 2,3026
11 2,3979
12
16 2,7726
27 3,2958
81 4,3944
91 4,5109
2455 7,8059
2456 7,8063
2457 7,8067
2458 7,8071
310

= Cours 2 p. 174
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Cours

Fonction logarithme népérien,
fonction inverse de la fonction exponentielle

Fonction exponentielle y
=k 31
La fonction exponentielle est continue et strictement croissante sur R. J
21/

lim e¥=0et lim e* =+ : /
xX—— X—>+0 .
L'équation e* = k, avec k € R}, admet alors une unique solution dans R, _—/ '.' P
d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires. -2 _1_? 1 In1(k) 2

Fonction logarithme népérien

On appelle fonction logarithme népérien, notée In, la fonction définie sur 10 ; + [ qui a tout nombre réel
strictement positif x associe I'unique solution de I'équation e’ = x d'inconnue y. On définit ainsi y = In (x).

Exemple
Al'aide de la touche @ de la calculatrice, on peut vérifier que In(2) = 0,693.

(CRemarque Quand il n'y a pas d'ambiguité, on peut noter Inx au lieu de In ().

Fonction logarithme népérien
e Pour toutréel x>0 : e"™=x e Pour tout réel x:In(e*) = x
eln(1)=0 In(e)=1 In(l)=ln(e“)=—1

e

Démonstration
T “» Activite 1 p. 170

Exemple
In(e)=3ete"®=3

Courbes des fonctions In et exp

Dans un repére orthonormé, les courbes représentatives des fonctions
In et exp sont symétriques par rapport a la droite d'équation y = x.

Sens de variation de la fonction In

La fonction In est strictement croissante sur ]0 ; +o[.

Démonstration
aetbER;;0<a<be0<eh@ < )

v
On en déduit In(a) < In(b) car la fonction x+— e* est strictement croissante sur R. 2 InW >0
1
Conséquences liées au sens de variation de In /.x
Pourtousréelsa>0etb>0:In(a)=In(b) a=betin(a)<In(b) a<b. _?<\»/1 31
In(x)<0

Démonstrations
eIn(@) =In(b) & en@=en® — g =b car la fonction x+—> e est strictement croissante sur R.
°In(a) <In(b) & en@ < en® « g < b car la fonction x+—> e* est strictement croissante sur R.

CRemarque In(x) >0 x>lethh(x) <0 0<x<1.



| © Exos 4 Les rendez-vous
Meéthodes Y Ap——E—
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ode
<
=W Résoudre une équation/inéquation avec In ou exp

Enoncé

Résoudre les équations et inéquations suivantes.

a)In(x)=5 b)e*=3 Aln(1-x<-1 d)e*3>4
m 8 Conseils & Méthodes [
ﬂCommencer par déterminer

) e eSS 8 ﬂ' o8 SIS ﬂ : " 'les conditions d'existence,
b) Pour tout x € R ﬂ, e“=3 o x=In(3),douS={In(3)}. ¢ asavoir l'ensemble (E) 3
. desréels xtelsque u(x) >0 :

c)Pourtout 1 -x>0 x€E]->; 1
) ] [ dans I'expression In (u(x)).

Simplifier un logarithme
en appliquant la fonction
In(4)+3 ¢ exponentielle.

n(1-x)<-1e1-x<e'cestadirex=1-e'douS=[1-e';+0[N]-0;1] : ﬂ

soitS=[1-e";1[. ﬂ

d) Pour tout x € R, e2¥3 > 4 < 2x - 3> In(4) ﬂ<:>x> > 1
- ) Simplifier en appliquant
d'oUS=i||n(42)+3;+°°[. 4 ﬂ

: ~ lafonction In.

A vous de jouer ! [V

Résoudre les équations et inéquations. ﬂ Résoudre les équations et inéquations.
a)In(x)=-1 b) e**=-1 a)In(5x-1)=2 b)e™=5
c)In(4-2x)>1 d)y e =2 In(3x-1)<0 de*<2

) Exercices 29 a 35 p. 184

Enoncé
1. Résoudre I’équation In (4x - 1) = In (2 - x). I Conseils & Méthodes IS
2. Résoudre l'inéquation In (x? + 2x - 3) = In(2). ﬂ Déterminer les conditions ;
- " dexistence, soit I'ensemble ()
m ¢ desréelsx:u(x) >0etv(x)>0. :
1. Conditions d'existence : 4x-1>0et2-x>0 : ﬂ Puis résoudre dans (E), u(x) = v(x).
. 1 I 1 : 3
soitx >~ etx<2doux€l= ]2;2 . : ﬂPuis résoudre, u(x) < v(x).
Pourtoutx € I, In(4x-1)=In2-x) & 4x-1= 2—xc'est-é-direx=g. Sassurer que les solutions
Or 3 €1, donc S = {i} ﬂ trouvées appartiennent bien
5 5 al'ensemble correspondant
2. Conditions d’existence : X? + 2x -3 >0 ﬂ :  auxconditions d'existence.

A=16;x =1etx,=-3,d'otl=]-o;-3[U]1; +od[.

Pourtoutx € I, In(x*+2x-3)=InQ) & x2+2x-3 =2 ﬂ(:)xz+2x—5 =0;
A=24;x=-1-J6~-345¢etx,=-1+/6 ~ 145

x, et x, appartiennenta | d'oli x € Jroo;—1-6 [Ul-1++/6 ;+0[ et x E 1, d'ou S = J-o0; 1= /6 [U]-1++/6 ; +o[.

@ Résoudre. “ Résoudre.

a)ln(x+1)=In(-x) b) In(x?-1) <In(5) a)In(x?-x+1)=1In(2) b) In(2x) > In(x*> - 2x+ 1)
) Exercices 36 a 38 p. 184

6 « Fonction logarithme népérien 173



Cours

9 Proprietés algebriques de la fonction In

OIGECE Relation fonctionnelle

Pour tous réels a et b strictement positifs :
In (ab) =In(a) + In(b)

Pour tous réels a et b strictement positifs, €@ = gb = @ x gn®) = gin(@+n®) gojt gln(@b) = gln(ain(®),

I Démonstration
OnadoncIn(ab)=In(a)+ In(b).

(CRemarques
* On retrouve la particularité de l'activité 2, a savoir que cette fonction transforme les produits en sommes.

* Cette formule se généralise a un produit de plusieurs facteurs.

Exemples
¢ In(10)=In(5%x2)=In(5) +1In(2)
*In(30)=IN(2%x3x%x5)=InQ2)+In(3) +In(5)

Logarithme d’un inverse, d’un quotient

Pour tous réels a et b strictement positifs :

|n(l)= hia) |n(ﬂ) =In(a)-In(b)
a b

P Démonstrations

1 *
OIn(M=In (a X —) pourtouta € R:.
a
1
D'ou0=In(a)+In [—j d’apreés la relation fonctionnelle.
a

On aainsiln (l) =-Ina.
a

(2)Pouraetb € Ri, In(%) =In (a X %) =In(a)+In (%j d’aprés la relation fonctionnelle.

SoitIn (%J =In(a) - In(b) d'apres la propriété précédente.

Logarithme d’une puissance, d'une racine carrée

Pour tout réel a strictement positif, et pour tout entier relatif n :

In(a")=nln(a) In(ﬁ):%ln(a)

® Démonstrations
@ eIn(a") —a'et enln(a) — (eln(a))n =a"
On aalors @ =M@ soit In (@ = nin (a).

@In ((JE)Z) =In(a) etln((\/a)z) =2In (\/E), dou In(a) =2In (\/E), dou In (JE) = %m ().

¢ Exemples
eIn(25)=In(5)=21In(5)
en(16)-2IN2)+IN@®)=INRH-2IN2)+IN23)=4In2)-2In2)+3In(2)=5In(2)

. |n(\/€)=%ln(6)
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Meéthodes Y Ap——E—
lienmini.fr/maths-s06-03 S esarma th

Sode
En Utiliser les propriéetes algéebriques de In

Exprimer en fonction de In 2 chacun des nombres suivants.

a)In% b)In8+51In2 c)Iny/32 d)In10-1In20

® ececcccco o ool conseils & MéthOdes ............
1 ﬂUtiIiser les propriétéslnlz—lna ainsi que
a) In—=-In4=-In(2%)=-2In2 a
4 Ina"=nlna.
b)In(2’) +5In2=3In2+5In2=81In2 ﬂ

ﬂAvec une somme/différence Ina + In b on peut
1 1 5

In(v32)==In32==In(2%)==In2
An(J32)=71n32=oIn(2%) =22 [

penser a utiliserIna+Inb=In(axb);
Ina—lnbzln(g}
b

10 1
D= 2=l (E) - ]nE ==hz ﬂ Chercher a écrire Ina sous la forme In ("),

soitninc. :
IE Exprimer en fonction de In5. ﬂ Exprimer en fonction de In 3.
a)In25+In\/E b)In35-1In175 a)4In12-41In36 b)In%+In81
C”";—; d)e™ ~In(5e) c)Ing—lnﬂ d) e 22+ n(9e?)
) Exercices 39 a 45 p. 184
ode

5 Résoudre une inéquation ou l'inconnue est en exposant

Enonce’ LR RN N R conseils & MéthOdes ...........

2Y" g .
Résoudre l'inéquation (E) <103 avecn e N.

il solution

La fonction In est strictement croissante sur ]0 ; +o[, donc I'inéquation

(%) <1073 est équivalente aIn [(g} ] <In(1073) ﬂ
In(10-3)

(2 B

~7,5; par conséquent, n = 8. ﬂ

Pour se « débarrasser » de I'inconnue
en exposant, il faut penser a appliquer
la fonction In dans chaque membre
de lI'inéquation.

ﬂ Lorsqu'il s'agit de diviser les membres
d’une inéquation par Ina, il faut étre vigilant
quant au signe deIna.

n[2]<In(10-%)
enn 5 n “n= Pour0 <a<1,Ina<0:lesensde linégalité

change. En revanche,sia>1,Ina>0etle

In(10-3) sens de l'inégalité reste alors le méme.

In (z)
3

Or

Ne pas oublier de conclure en tenant compte
du fait que n est un entier naturel.

Résoudre les inéquations suivantes. n Résoudre les inéquations suivantes.
5" 2~ 108
a) (—j <0,01avecn €N a)3 10
9 b)5"x 91 < 10
b)2"-7x2"">-3 > Exercices 46 a 48 p. 184
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Cours

e Etude de la fonction logarithme népérien

OGN Dérivée de la fonction In

La fonction In est dérivable sur ]0 ; + [ et, pour tout réel x > 0:
1
In’ (x)=—.
x
® Démonstration

On admet que la fonction In est dérivable sur ]0 ; +[. Pour tout réel x > 0, on pose f(x) = e"™,
La fonction In étant dérivable sur ]0 ; + o[, et la fonction exponentielle étant dérivable sur R,

fest aussi dérivable sur]0 ; +2[ comme composée de fonctions dérivables.
Sachant que (vou)’ = (v ° u) X U’, en posant v(x) = e* et u(x) = In (x), on a alors : e Tt i
/() = e x In’(x) = x x I (x). lienmini fr/maths-s06-04  [a]o

On a également f(x) = x donc f'(x) = 1.

Par conséquent,onax xIn'(x) =1 < In"(x) = 1
x

IOIEG] Limites aux bornes de I'ensemble de définition

lim In(x) =+ lim In(x)=-x
x>+ x—0

(CRemarque Comme x € R}, lim In(x) sous-entend lim In(x).
x—0 x—0
x>0

® Démonstrations

(1) On utilise la définition de ILerf(x) =+00,a savoir :

« Pour tout réel A, il existe unxréel m, tel que pour tout x> m alors f(x) > A.»

Soit A un réel strictement positif fixé, on cherche m tel que x > m implique Inx > A.

Orlnx> A & e > e car la fonction exponentielle est strictement croissante sur R, donc x > e,

En posant m =e# on a, si x > m, alors Inx > A, compte tenu de la définition de la limite préalablement
rappelée, on a donc bien lim Inx =+,

x—>+%

(2) Pour tout réel x> 0,In (x) = —In (l)
x

Or Iiml=+ooet lim In(X)=+oe.
x50 X X—>oo

x>0
. - . . : 1 . 1 -
D'ou, par limite de composées de fonctions, lim In| — | =49, donc lim—In| — | = -2, soit lim In (x) = -
x—0 X x—0 X x—0

Tableau de variations de In et courbe représentative

3 —+
X 0 +oo K4

2 —4
+00 1
Variations / . .

dex—Inx —at—+—+—
. (1)/123456
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Méthodes =
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.\‘S\Ode
Déterminer des équations de tangentes et la position relative de courbes

Dans un repére orthonormé, € est la courbe représentative de la fonction In.
1. Déterminer une équation de la tangente T, a € au point d’abscisse 1.
2. Déterminer la position relative de ¢ etde T,.

il Solution § e Conseils & Méthodes SNSRI
1. T, a pour équation y = f' (1)(x - 1) + f(1) avec f(x) = Inx ﬂ ﬂ Utiliser une propriété vue en classe de 1:

Or f'(x) = 1 donc T, a pour équation y = 1(x - 1) + 0 soit y = x - 1. T,a pour équation y = f(a)(x - a) + f(a).

X

ﬂ Pour déterminer la position relative
de deux courbes € et ‘@g, il faut étudier
le signe de f(x) - g(x) :

2. Il s'agit d'étudier le signe de Inx — (x - 1), soit le signe
delafonctionh:x+—Inx—x+1.

La résolution de I'inéquation Inx - x + 1 > 0 n'étant pas évidente,

—siflx) - g(x) = 0 surl, alors 6 est
on étudie le sens de variation de h afin de déterminer son signe a partir ) = g(x) f

1 - x au-dessus de €_surl.
du tableau de variations : h’(x) = — - 1= —— ; puisque x > 0 le signe )
x x —sif(x) - g(x) < Osurl, alors €, est

de h’(x) est le méme que celuide 1 -x. en dessous de € _sur .
g

x 0 1 o ﬂ Pour étudier le signe d'une différence,
on peut poser une fonction égale
Signe de h’(x) + 0 - a cette différence, puis étudier le sens

0 de variation de celle-ci. Son tableau
L. de variations sera utilisé pour étudier
Variations de h : lesigne de celle-ci. .

D'apreés le tableau de variations, on en déduit que, pour toutx > 0,h(x) < 0 Inx-(x-1) <0 Ihx<x-1.

Par conséquent, la courbe 6 est en dessous de sa tangente T, sur ]O ; +°[.

A vous de jouer ! [l

@ Déterminer la position relative de la courbe € m Soit fla fonction définie sur]0; +o°[ par f{x) =Inx-1.
et de sa tangente T_ au point d’abscisse e. Etudier la position relative de la courbe 6, par rapport a
sa tangente T_ au point d’abscisse e.

_node > Exercices 49 a 52 p. 185

Qo
2 Etudier une fonction avec In

Enoncé

Soit la fonction f définie sur ]0 ; + [ par f: x> Inx + x. Donner le sens de variation de f.

m . Conseils & Méthodes NS

f'(x)= 1 +1 ﬂ Or, pour tout x > 0, 1 +1>0 ﬂ : la fonction fest 3 ﬂ Déterminer la dérivée de la fonction.
X X

donc strictement croissante sur 0 ; +<°[.

A vous de jouer ! Jl.

Donner le sens de variation de la fonction m Donner le sens de variation de la fonction
1 fix) =x? - x| 0;+

f(x)=—-Inxsur]O;+oo[. 0 x=Inxsur] “l . N
X ) Exercices 53 a 56 p. 185
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Cours

° Croissance comparée

Croissance comparée

. Inx . . Inx .
lim —=0 limxlnx=0 lim —=0avecn EN* limx"Inx=0avecn € N*

x40 X x—0 x>t X x>0

@ Démonstrations

. Inx Inx . .
(1) Pourtout réel x> 0,0na —= = .Or lim Inx =+ et lim —-=0
x e e X+ e
par croissance comparée. O vinéo B
Inx Démonstration ﬁ
On en déduit par le théoréme de composition des limites que lim ——=0. lienminifr/maths-s06-05  [a]
x—+wo X

(2)Pour tout réel x> 0,0n a xIn (x) = e") xIn (x) et limIn(x)=—c.
x—0

Or lim XeX =0.

X——o

lim X = limlnx=-odou limxInx= lim XeX =0 par croissance comparée.
x—0 x—0 x—0 X——x

On en déduit par le théoréme de composition des limites que lim xIn x = 0.

x—0
Inx 1 Inx . 1 . Inx
(3)Pourtoutn>1avecn €N,ona——= X ——O0r lim —=0 et lim —=0.
x" xn? x x>+ x N1 x>+ X

=0.

. . - - Inx
Par conséquent, par produit des limites, on a lim
x>+ "

(&) Pourtoutn>1avecn €N,onax"Inx=x""xxInx.Orlimx"'=0 et limxInx=0.

x—0 x—0

Par conséquent, par produit des limites, on a limx"In x = 0.
x—0

9 Fonction In(u)

(CRemarque u est une fonction strictement positive sur un intervalle I.
La fonction x+— In (u(x)) est notée In (u) ou Inu.

Dérivée de Inu
Soit u une fonction dérivable et strictement positivg sur un intervalle I.

. L. u
La fonction In u est alors dérivable surl et (Inu)’ = —.
u

Démonstration “» Pour s’entrainer p. 182

Attention au pré-requis a utiliser : (ve u)’ = (v’ o u) X u’, avec u et v deux fonctions dérivables respectivement
sur un intervalle sur | et J avec u(x) € J pour tout x € .

Sens de variation de Inu
Soit u une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle .

Les fonctions u et Inu ont le méme sens de variation sur I.

Démonstration ,

) . - . g N . ’ ,_u Lo
u étant strictement positive, le signe de Y estle méme que celui de u’. Or (Inu)” = — ce qui signifie que le
u u

signe de (Inu)’ est le méme que celui de U’, c'est-a-dire que u et Inu ont méme sens de variation.
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xnode
Q
5 Calculer des limites dans le cas de formes indéterminées

; . i . . . In(1+x
Déterminer les limites suivantes :a) lim (Inx - 3x2) b) lim ( 5 )
x—+0 x—>+% X

il solution R Conseils & Méthodes SRS

a) Pour tout réel x > 0, Inx — 3x2 = x2 (]n_x = 3]. ﬂ
2

Pour 6ter une forme indéterminée en +oo :

ﬂfactoriser par le monéme de plus
haut degré de sorte a faire apparaitre

. Inx Inx
Par propriété, lim ——=0,donc lim | ——-3|=-3d’od, par produit X ’
x>t X la croissance comparée.

x>+ xZ
trouver une nouvelle écriture

de la fonction qui fasse apparaitre
une croissance comparée.

des limites, lim x2 (In—f = 3) =—co. Ainsi lim (Inx - 3x2) = -0,
X

xX—>+0 X—>+®

eecccccccccssccccccscoe
eeeccccccscccccccssscccce

In(1+x)=|n(1+x) 1+ x

b X ©eeeccesscessccssccesccesscesscesscessces .
) 55° 1+ x 55
: . . In(1+x)
On pose X = 1 + x et on retrouve une croissance comparée. ﬂ lim —————==0.
x>+ 14+ X
1
e (02 () -3
+
_3x = 3 = 2x Or lim 1+—=Tet lim x2 =+, donc, par quotient des limites, ona lim 2x =0.
X X X x40 X X—>+%0 x—+0 X
In(1 1
Finalement, par produit des limites, ona lim M x - x_ 0, soit lim In((F23) =0.
xote 1+ X x3 x>t X3
Déterminer lim x2Inx — x2. Déterminerlimw,
x>+ X1 1
1 B _j
X

) Exercices 57 a 60 p. 185

hode
)
5n Calculer la dérivée d'une fonction du type In v

Soit la fonction f définie sur R par f : x+— In (3x2 + 1). Calculer f'(x).

il Solution e Conseils & Méthodes _ISRNNIN

u(x) = 3x% + 1, u est dérivable et strictement positive sur R. ﬂ . [} Vérifier que u est dérivable et strictement ¢
, 6x : ~ positive surl. b
f(x):3x2+1ﬂ 4 ) - , U, 3
1 ﬂ Puis utiliser (Inu)’ = —. 3

: u 4

[15] soit f(x)=ln(1+x). Soit f(x) = (x2 —4)|n(2l).
X

x2

Calculer f'(x) sur1-1; +cel. Calculer f’(x) sur 10 ; +cl.

) Exercices 61 et 62 p. 185

6 « Fonction logarithme népérien 179
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En Etudier une fonction a l'aide d’une fonction auxiliaire

Soit la fonction f définie sur ]0 ; + o[ par f(x) =

x2-2x-2-3Inx

1. Soit ¢ la fonction définie sur ]0 ; + o[ par ¢(x) =x*>- 1+ 3 Inx.

a) Calculer ¢(1) et la limite de ¢ en 0.

= Cours 3 p.176 et 4 p. 178

b) Etudier les variations de ¢ sur 10 ; +[. En déduire le signe de ¢(x) selon les valeurs de x.

2. a) Calculer les limites de faux bornes de son ensemble de définition.

o(x)

b) Montrer que, sur ]0; +o[, f'(x) = — En déduire le tableau de variations de f.

X

i Solution B

1.a)0(1)=0; Iin:)x2 —1=-1et lim 3In x = -, donc, par somme
x>

x—0

des limites, on a lim ¢(x) = —cc.
x—0

2

b) ¢'(x)=2x + 3 = 2T donc, pour x € ]0; + [, ¢'(x) > 0,
X X

donc ¢ est une fonction croissante sur ]0 ; +oo[.

Or ¢(1) = 0, par conséquent, pour tout x € ]0; 1[, d(x) < 0

et, pour tout x € ]1; + [, (x) > 0. ﬂ ﬂ

x2-2x-2-3Inx

2.8) f(x)=—"——etlimx?-2x-2-3Inx=+%»
X x—0
et lim x = 0" donc, par quotient des limites, lim f(x) = +ce.
x—0 *=0
x>0 ) 3l
nx
f(x)=x-2-—-
X X—+% X x—=+% X

Donc, par somme des limites, lim f(x) = +0.
X—>+®

(Zx-z-i)x-(:ﬁ-2x-2-3lnx)x1
b) f'(x)= ad =

D’apres Bac S, Amérique du Sud, 2017.

......... conseils & MéthOdes LER R RN NN N

ﬂ Pour étudier le signe d'une fonction a partir
des variations de celle-ci, il faut utiliser
des images en particulier.

Afin de mieux visualiser le signe de ¢,
dresser un tableau de variations de ¢ en'y
incluant la valeur de ¢(1).

Avec une forme indéterminée, on peut
chercher a réécrire la fonction de sorte a
faire apparaitre une croissance comparée.

u Il est usuel d'utiliser une fonction auxiliaire
pour étudier le signe d’'une dérivée.

) 2  Inx . ,
ﬂ or lim x-2- ==+ et lim —— =0 par croissance comparée.

2x2 -2x-3-x?>+2x+2+3lx _x?-1+3Inx _ ¢(x)

X2

52

Puisque x% > 0 pour x € ]0 ; + o[, le signe de f’(x) est le méme que celui de ¢(x). ﬂ

X 0 1 + o0

Signe de f'(x) - 0 +

Variations de f \ /
-3

Soit £(x) = (1 - l)(ln (x) - 2) + 2 définie sur
X

le; +oo[.

1. Montrer que f'(x) = Lf) avec u(x) =In(x) + x- 3.
x

2. Dresser le tableau de variations de u et en déduire son
signe sur Je; +f.

3. En déduire le tableau de variations de fsur Je ; +o[.

2 2

X X

1. Soit f(x) = x - ™ définie sur [1; 4oL,
X

Montrer que f’(x) =

g(x)

xZ

avecglx) =x?>-1+In(x) eten

déduire le tableau de variations de fsur [1; + .

2. Etudier la position de la courbe 6, et de la droite D

déquation y = x.

“» Exercices 63 a 70 p. 186-187
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Méthodes =
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\X\Ode
= yl0d Etudier une fonction avec In u

Enoncé

Soit fla fonction définie sur ]0; 14[ par f(x)=2 - In(zj La courbe représentative 6,

de la fonction f est donnée dans le repére orthogonal d'origine O ci-contre.

A tout point M appartenant a €, on associe le point P projeté de M sur I'axe
des abscisses, et le point Q projeté orthogonal de M sur I'axe des ordonnées.

1. Montrer que la fonction g: x —2x - xln(gj modélise I'aire du rectangle OPMQ.

2. Dresser le tableau de variations de g sur ]0 ; 14[ et en déduire les coordonnées

(résolus

> Cours 4 et5p. 178

10 12 14

4 6 8

du point M pour lesquelles I'aire du rectangle OPMQ est maximale.

il solution

1.&QOPMQ =OP x MP = x X f(x) ﬂ:x(Z—ln(§D=2x—xln(§)
1

2.g’(x)=2—|n(§j—xxl
2

'”(21_1 1_'"(2)

1—In( j>0 ﬂ@lne>ln(2)@e2§carIafonction In

est croissante sur ]0 ; +%[. On a alors g'(x) = 0 & x < 2e.

g(x)=2x -2 x gln@) 3

X . . .
lim ==0or lim XInX =0 par croissance comparée,
x—0 X—=0

" . . o ox, [x
donc, par composition de limites de fonctions, lim —In (—) =

x—0
Donc, par somme de limites, on a lim g(x) =0.
x—0

x 0 2e 14
Signe de g’(x) + 0 -
2e
Variations de g / \
0 28-141In7

D’aprés Bac S, Pondichéry, 2016.

lllllllll conseiIS& MéthOdes LR R RN NN N

ﬂ Un point M € €,équivaut a dire que
ses coordonnées sont du type (x; f(x)).

Pour résoudre une inéquation avec In,
on peut notamment chercher a transformer
I'inéquation sous la forme Ina = Inb.

Pour le calcul de limite avec In, penser
a réécrire la fonction pour faire apparaitre
la croissance comparée.

ﬂ Pour résoudre un probléme d’optimisation,
penser a étudier les variations
de la fonction qui modélise le probléme.

0 et lim2x =0.

x—0

D'apreés le tableau de variations, on en déduit que I'aire de OPMQ est maximale [ pour M(2e ; 2e).

A vous de jouer ! [V

Soit la fonction f définie par fix) = In (- 2x? + 13,5)
sur l'intervalle [-2,5 ; 2,5].

1. Dériver f, puis dresser son tableau de variations sur
[-2,5;2,5].

2. Calculer f(-2,5) et f(2,5).

3. En déduire le signe de fsur [-2,5; 2,5].

m Soit la fonction g(x) =In[1 + (e - 1)x] - x définie sur
[0;11.
(e-2)-(e-Tx
T+e-Nx
2. Déterminer les variations de g sur [0 ; 1] et en déduire

1. Montrer que ¢'(x)=

que g admet un maximum en e—_? dont on donnera une
e p—

valeur arrondie a 1072 prés.

3. Etablir que Iéquation g(x) = 0,05 admet deux solutions

sur[0; 1].

“» Exercices 71 a 78 p. 187-189

6 - Fonction logarithme népérien
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Exercices (apprendre a démontrer A

La propriété a démontrer . tha en fin

limxlnx=0
x—0

© Pour démontrer cette propriété, on utilisera le pré-requis suivant :

lim XeX =0 (démontré au chapitre 2).
X——

» Comprendre avant de rédiger
* Quand un pré-requis est donné pour une démonstration, il faut chercher a relier la question posée a ce pré-requis.

« Dans cet exemple particulier, se rappeler que x = e"™ et donc que xIn (x) = €™ x In (x).

» Rédiger

La démonstration rédigée
Etape @

Puisqu'il sagit de faire le lien entre Pour tout réel -% Pour tout réel x > 0, x = e"®,
la propriété qui est a démontrer qui x>0,carla

porte sur In et le pré-requis qui porte fonction In n'est

lui sur I'exponentielle, il faut réécrire définie que sur

la fonction a l'aide des propriétés 10; +oef.

algébriques.

Etape @
Il s'agit ensuite de comprendre le lien entre la limite qui est % lim In x = —o0

x—0
a calculer et celle du pré-requis, autrement dit comprendre
vers quelle valeur tend In (x) lorsque x tend vers 0.

Etape @

Il faut traduire le calcul de limite qui est a effectuer a I'aide % xInx=e"® xIn(x) = In(x)eh®

de la nouvelle écriture de la fonction. d'ou lim x1Inx = lim In (x)em
x—0

x—0

avec limIn(x)=-o0
x—0

Etape
- -

Puisque lim Xe* =0, par croissance
Il suffit de conclure a I'aide du pré-requis. X '

-

comparée, on en déduit donc,

par le théoréme de composition,

que lim In(x)e"®) = 0, soit lim x In(x) = 0.
x—0 x—0

P Pour s’entrainer

1. Pour tout entier relatif n, montrer que In (a") = n Ina en utilisant une démonstration par récurrence.

2. Montrer que, pour une fonction u définie sur |, telle que pour tout x € I, u(x) > 0, (Inu)’(x) = u ((x))‘
u(x
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