Fonctions cosinus
et sinus

© VIDEO

Modélisation du son

D epuis le xix® siecle, grace aux travaux de Joseph Fourier lienmini.fr/maths-s03-01

sur la propagation de la chaleur, on a réussi
a modéliser le son avec plus de précisions grace aux fonctions
trigonométriques.

Comment cette modélisation
est-elle réalisée ? TP 3 p. 106




W Les rendez-vous
Prérequis

lienmini.fr/maths-s03-02 Sesamath

Déterminer la périodicité et la parité d’'une fonction
1. Déterminer la période des fonctions suivantes définies sur R.
a) flx) = cos(x) - 3
cos(x)+5
b) g(x) = 2sin(x)
¢) h(x) = sin(2x) x (cos(2x) - 1)
2. Déterminer la parité des fonctions précédentes.

Etudier la courbe d’une fonction trigonométrique
On a tracé la courbe représentative ¢ de la fonction f définie sur R
par f(x) = cos(x) - _ 4 sur l'intervalle [0 ; wt].

5+ cos(x)
f est paire et 2n-périodique.
1. Comment obtenir la courbe 6 sur [0 ; 27] ?
2. Tracer la courbe sur R a I'aide de la calculatrice.
Quelles sont les transformations utilisées pour passer de la
représentation sur [0; 7] a celle sur R ?

Se repérer dans un triangle rectangle
Déterminer la valeur exacte des angles du triangle ABC rectangle en A.
A

5cm

10cm

Se repérer sur le cercle trigonométrique

Associer chacun des nombres suivants a un point du cercle trigonométrique.

5w 3n
b) —
a)— ) 1

Connaitre les valeurs remarquables
Donner les valeurs exactes de :

a) cos(Ej b) cos(z—n) c) sin(Ej d) sin(E)
4 3 6 3
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Activites

s %

%58 min
n Dériver les fonctions cosinus et sinus
A » Limite... finie ?
On considére la fonction définie pour tout réel x non nul par f(x) = sin(x).
Le but de cette partie est de déterminer, si elle existe, la limite de fen 0. J
1. Soitx € } 0; g [ On considére le cercle trigonométrique et M un point de T

-

ce cercle associé a la valeur de I'angle x, en radians. Soit P le projeté orthogonal
de M sur (Ol) et T le point d'intersection de la droite (OM) et de la tangente en |
au cercle trigonométrique.

Montrer, a l'aide de considérations géométriques, que, pour tout O<x<5,

sin(x) _ 1

X cos(x)

cos(x) <

l‘ @ﬂlﬁ)(ﬂam Comparer les aires des triangles OMP, OTl et de la portion de disque OMI.

2. Déterminer la limite de fen 0.

l‘ (Coupsidelpouce}

» Deux cas devront étre étudiés.
« Déterminer la parité de la fonction f.

B » Vers la dérivation...
On admet que, pour tous nombresaetb:
cos(a + b) = cos(a)cos(b) — sin(a)sin(b) et sin(a + b) = cos(a)sin(b) + sin(a)cos(b).

1. En s'aidant du graphique ci-dessous représentant les fonctions cosinus et sinus, conjecturer une
relation entre les variations de la fonction sinus (respectivement cosinus) et le signe de la fonction cosinus

(respectivement sinus).
T
2

-1
X —> sin(x)

X +—> cos(x)

NS

2. Soit x un réel quelconque et h un réel aussi proche de zéro que l'on veut.
i h) - si in(h h) -1
a) Démontrer I'égalité sin(x + h) sin(x) = cos(x) X smh( ) + sin(x) X %.

cos(h) -1 —0

b) Démontrer que lim
h—0

1y Garp opem

Utiliser I'égalité o) _ (o) = ONERse Y ) ol partie A.
h h(cos(h) + 1)

¢) Une des conjectures émises dans la question 1. est-elle vérifiée ?

3. Par un raisonnement analogue, déterminer si la deuxiéme conjecture est vraie.
> Cours1p. 84

82



b
20 § min

a Résoudre des equations trigonomeétriques )

A » Résoudre une équation en cosinus )

1. On considére le cercle trigonométrique et un point M de celui-ci P M

tel que IOM = o, exprimé en radians. Quelle est I'abscisse du point M ? E

2. Soit le point N symétrique du point M par rapport a (Ol). 0
Quelle est I'abscisse du point N ? Compléter I'égalité suivante : cos(- o) = ...

3. a) Soit o et B deux réels appartenant a I'intervalle [0 ; 2x[. En s'aidant des questions
précédentes, résoudre l'équation cos (o) = cos().

b) Donner les solutions de I'équation précédente lorsque o et 3 sont deux réels quelconques.
B » Résoudre une équation en sinus

Soit le point P, symétrique du point M par rapport a (OJ).

1. a) Déterminer la valeur, en radians, de I'angle @

b) En déduire I'ordonnée du point P. Compléter 'égalité suivante : sin(m— o) = ...

2. a) Soit o et B deux réels appartenant a 'intervalle [0 ; 2x[. En s'aidant des questions précédentes,
résoudre l'équation sin(c) = sin(B).

b) Donner les solutions de I'équation précédente lorsque o et 3 sont deux réels quelconques.

= Cours 2 p. 86

"
Algo 20=min

Déterminer une valeur approchée des solutions
d’une equation trigonometrique

On considére la fonction f définie par f(x) = 3cos(2x - 1) sur l'intervalle [0 ; 7t].

~

1. a) Dresser le tableau de variations de f sur l'intervalle [0 ; 7t].
b) En déduire que I'équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions sur l'intervalle [0 ; t].

2. Dans cette question, on va déterminer une valeur approchée des solutions précédentes.

Pour cela, on a programmé l'algorithme suivant sous Python a .

from math import*
def dichotomie(n):
a=0.5 V?Ieur'apprgchée_ d'une solution
d’une équation trigonométrique
b=pi/2+0.5 lienmini fr/maths-s03-03
while abs(b-a)>1/(10%n):
c=(a+b)/2
if 3*cos(2*c-1)>0:
a=c
else:
b=c
print ("Une valeur approchée de x est comprise entre",a,"et",b)

a) Faire fonctionner cet algorithme pour n = 4. En déduire ce qu'il retourne.

b) Modifier I'algorithme pour déterminer une valeur approchée de la deuxiéme solution
de I'¢quation f(x) = O sur l'intervalle [0 ; 7t].

c) Programmer l'algorithme précédent sous Python et déterminer une valeur approchée
. yz . _ m . N —4 \
des solutions de I'équation f(x) = 0 sur l'intervalle [0 ; ] a 107 preés. %> Cours 2 p. 86

& J
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Cours

€) perivabilite

Dérivées des fonctions sinus et cosinus

Les fonctions cosinus et sinus sont dérivables sur R et, pour toutx ER,ona:
sin’(x) = cos(x) et cos’(x) = —sin(x)

p Démonstrations
@ cos(x + h) — cos(x) _ cos(x)cos(h) - sin(x)sin(h) — cos(x)
h h
_ cos(x)(cos(h) - 1) B sin(h)
h

. sin(h o
x sin(x)avec lim L =1 w3 Activitél
h—0 h

cos(h)-1_ cos?(h)-1

h h(cos(h) +1)

_ —sin?(h)
" h(cos(h) +1)
sin(h) sin(h) . sin(h) 0
=- X ———— avec lim ————=—=
h cos(h) +1 h—ocos(h)+1 2
Ainsi, on obtient lim cos(x +h) - cos(x) =-sin(x)

h—0 h

(2) Pour la démonstration concernant la dérivée de la fonction sinus = Activité 1

(CRemarque Les fonctions sinus et cosinus étant périodiques de période 2, il suffit de les étudier
sur un intervalle d'amplitude 2.

. _r s .
X 2 2
sin’(t) = cos(t) - 0 + 0 -
L. 0 1
Variations \ / \
de la fonction sinus 1 0
X - 0 b
cos’(t) = —sin(t) + 0 -
Variations /1 \
de la fonction cosinus 1 1

Compléments sur la dérivation

Soit une fonction u dérivable sur un intervalle | de R.

Les fonctions fet g définies sur | par f(t) = cos(u(t)) et g(t) = sin(u(t)) sont dérivables sur | et, pour tout
nombretdel:
f'(t) = -u'(t) sin(u(t)) et g'(t) = u’(t)cos(u(t)).

Exemples
* flx) = sin(5x+ 1) ; f'(x) = 5cos(5x+ 1)

X () = —sin| X
.g(x)—cos(§+5);g(x)— 35|n(3+5]

e h(x) = cos(3x2 + 5x— 1) ; ’(x) = —(6x+ 5) sin 3x2+ 5x— 1)
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Méthodes =
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yode
=W Dériver une fonction trigonométrique

Enoncé
sin(x) + cos(x)
1+ cos(x)

m _______ Conseils & Méthodes [N

Déterminer la dérivée de la fonction f définie sur [0 ; [ par f(x) =

()= sin(x) + cos(x) ﬂ Reconnaitre la forme de la fonction
1+ cos(x) 1 uY uv uv’
i ; ) :  etdesadérivée (ici| — )
F(x) = (cos(x) = sin(x))(1+ cos(x)) — (sin(x) + cos(x))(=sin(x)) : v v
(1+ cos(x))? - A Appliquer les formules de dérivées
1) - COS0E) 0P ) —sinlo) —sin)cos() () veos()sinGo) | AesfonCHons cosmusetsinus. -
(1 + cos(x))2
,oy_ cos(x) = sin(x) +1
FO0 == cost)?
Déterminer la dérivée de la fonction fsur l'intervalle |. n Déterminer la dérivée de la fonction fsur l'intervalle I.
a )= 1=10; a) flx)= 20 1=10; +o0]
b) f(x) = 2 cos(x) sin(x) I=R b) f(x) = x + cos(x) =R
3+ sin(x)
) Exercices 40 et 41 p. 93
sode
2 Dériver une fonction composee
Enoncé

Déterminer la dérivée de la fonction f définie sur R par :
f(x) = cos(2x - 1) sin(5x + 3).

i Conseils & Méthodes [

ﬂ Reconnaitre les formules

fl solution B

floc) = cos(2x = 1) sin(5x + 3) ﬂ . 7 cos(u) = - u’sin(u)
¢ etsin(u) = u’cos(u) :
On pose u(x) = 2x— 1 et v(x) = 5x + 3 ﬂ © ol uest une fonction '
v =2etv(x)=5 ¢ définie surunintervalle .
, . . Identifier alors u puis calculer  *
f/(x) ==2sin(2x - 1) sin(5x + 3) + 5 cos(2x - 1) cos(5x + 3) sa dérivée.
IZ] Déterminer la dérivée des fonctions suivantes Déterminer la dérivée des fonctions suivantes
définies sur R. T
a) f(x) = 5sin (3x+ 12) définies sur |75 75
b) g(x) = 8cos(- 5x + 4) flx) cos(3x) -
a =
¢) h(x) = - 7cos(- 2x~3) T GinBx)+x 42
cos(5x+1
b )= 25D
sin(—) +3
4

) Exercices 42 et 43 p. 93

3 « Fonctions cosinus et sinus
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Cours

9 Résolution d'equations et d'inéquations
Valeurs remarquables

v ® m™ m =
x 6 4 3 2 T
1
cos(x) 1 ﬁ ﬁ - 0 -1
2 2 2
1
sin(x) 0 - ﬁ ﬁ 1 0
2 2 2

Résolution d'équations

Pour résoudre une équation du type cos(x) = cos(a) ou sin(x) = sin(a), on s’appuie sur le cercle
trigonométrique pour ne pas oublier de solutions.

cos(x) =cos(a) @ x=a+2krnoux=-a+2km, ke ”Z
sin(x) =sin(a) ©®x=a+2knoux=n-a+2km, kEZ

¢ Exemple

2
Soit I'équation cos(x) = By que l'on veut résoudre dans R.

x=%+2kn,k€Z

cos(x)=— < cos(x) = cos(g) & ou

=

2
x=—g+2k1t,k€Z

Cette équation a pour solution I'ensemble S = {—% +2km, k € Z}u{% +2km, kE Z}.

Résolution d’'inéquations
Soit a un nombre réel.
e Les solutions de l'inéquation cos (x) < cos (a) sont les nombres vérifiant :

a+2kn<x<2n-a+2km kEZ.
¢ Les solutions de l'inéquation sin (x) < sin(a) sont les nombres vérifiant :

-T-a+2kn<x<a+2km kEZ.
(CRemarque Pour résoudre une inéquation du type cos (x) < cos(a) ou sin(x) < sin(a) sur l'intervalle [0 ; 2x[,
on peut s'appuyer sur le cercle trigonométrique.

En effet, deux points d'un cercle trigonométrique d'abscisses cos(a) (respectivement sin(a)) définissent deux

arcs de cercle représentant les solutions de cos(x) < cos(a) et cos(x) = cos(a) (respectivement sin(x) < sin(a)
et sin(x) = sin(a)).

11 D

1 sin(x) = sin(a)
cos(x) < cos(a) cos(x) = cos(a)
E sin(a) E
cosla)
NN
E

A 1 sin(x) < sin(a)

=

On peut alors trouver 'ensemble des solutions des inéquations cos(x) < cos(a) ou sin(x) < sin(a) sur R.
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50de

(résolus

2 Résoudre une equation ou une inéquation

Enoncé

1. Résoudre sur l'intervalle -1t ; ] I'équation sm(Zx + Z) =

a e - 1 .
2. Résoudre l'inéquation cos(4x - g) < P sur l'intervalle [0 ; 27[.

1.sin[2x+ T =£<:)sin 25+ % | =sin| & ﬂ
1) 2 4 3
@2x+£=£+2knou2x+£=n—£+2kn,k€lﬂ
4 3 4 3
<=>2x=£+2knou2x=5—n+2kn,kEZ
12 12

@x=%+kn ou x=5—n+kn,k€Z

......... conseils & MéthOdes LR R NN N NN

ﬂ Se ramener a une inégalité de cosinus
ou de sinus en utilisant les valeurs
remarquables.

Appliquer la propriété vue dans le cours
sans oublier le + 2kt

Chercher les solutions sur l'intervalle donné
en prenant des valeurs de k particuliéres.

On détermine les valeurs de k pour lesquelles les solutions appartiennent a I'intervalle ]-r ; w] : ﬂ

—1t<—+l<ﬂ:<1t<:>—25—7t k7t\m 25
24 4 4 4

—1t<5—n+k1ts1t<:)—29—n<knsw—n4:) 2
24 24 24 24

Les solutions de I'équation sin(Zx + %j g sur l'intervalle ]~ ; ] sont - —; -

2. cos| 4x - & <l<:>cos 4x-Tl<cos B ﬂ
3 2 3 3

o idn<ax-T<m-Tioun k€7 2|
3 3 3

T km m(1+k)

2?+2kn<4x<2n+2kn kEZ@Z 7<x<

@——<k<:3 avec k€EZ ke’

k<£avec KEZ o kE{-1;0}

231‘C 191‘5.75 51'C
2% 2424 24'

kez

On détermine les valeurs de k pour lesquelles les solutions appartiennent a I'intervalle [0 ; 2n[ : ﬂ

T km n_knr 1In 11
0=t e Il T Tfn<-
6 2 6 2 6 3 3

-3 <k< avec kEZ kE{0;1,2;3)

o= B1+K)
2

Lo lsl+k<4o-1<k<3aveck€EZoske{-1;0;1;2}

. . . T 1 .
Les solutions de I'inéquation cos(4x - E) < B sur l'intervalle [0 ; 2nt[ sont :

T T 27t 7t 3m 51'C
— Ty |—; =Y ;2
6'2 3 6 2 3
A vous de jouer ! |l

E] Résoudre les équations sur l'intervalle ]- &t ; mt].

ﬁ b) cos(Zx—Ej=—1
2 2

a) cos(3x) =

ﬂ Résoudre les équations sur l'intervalle ]- 27 ; 27].

a) cos(x + E) = cos(3x - Ej b) 2cos(n - f] =-1
3 2 2

, . . . 3 .
Résoudre l'inéquation sm(x—l)z£ sur l'inter-
valle[-r; t[. 3 2

. - . T 1 .
n Résoudre l'inéquation cos[Zx + —) < T sur l'inter-
valle [0; 2m[. 6 2

) Exercices 44 a 49 p. 93

3 « Fonctions cosinus et sinus
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=™ Etudier une fonction trigonométrique

Enoncé

Les rendez-vous
Meéthodes _—
lienmini.fr/maths-s03-04 5 esda math

= Cours 1 p. 84

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = 2sin3(x) - 3sin(x) et @ sa courbe représentative dans un repére orthonormal.

1. a) Montrer que f est une fonction périodique.
b) Etudier la parité de f.

) Vérifier que f(E -x|= f(E + x).
2 2
Que peut-on en déduire ?

2. 0On admet la formule 2sin?(a) = 1 - cos(2a).

Démontrer que, pour tout réel x, f'(x) = — 3cos(x) cos(2x).

L. . T
3. Dresser le tableau de variations de f sur l'intervalle [0 g 5]

fl Solution B

1. a) flx + 2m) = 2sin3(x + 27) — 3 sin(x + 21) ﬂ
flxx + 2m) = 2sin3(x) — 3sin(x) = f(x)

fest donc 2n-périodique.

b) f(- x) = 2sin3(- x) — 3sin(- x) = — 2sin3(x) + 3 sin(x) = -f(x) ﬂ

f est une fonction impaire.

<) f(g - x) = 25in(§ - x)3 - 3sin(§ - xj ﬂ

...... Conseils & Méthodes [N

1 ﬂ Connaitre la périodicité Tde la
.~ “fonction sinus, puis calculer flx+ T).

Calculer f(-x).
o Si f(- x) = f(x), f est paire.
o Si f(- x) = - f(x), fest impaire.

. ﬂ Calculer f(E - x] puis f(E + x)
1 2 2

et comparer les résultats ou utiliser -

L (T
la formule sm(— - xj = sm(— + x).
2 2

3
= Z(Sin(gjcos(x) - cos(g)sin(x)j - 3(sin(§)cos(x) - cos(gjsin(x)j =2cos(x)> —3cos(x) = f (g + x)

T
Ainsi, la droite d’équation x = B est un axe de symétrie de €.

2. fest dérivable sur R comme somme de fonctions
dérivables sur R. Pour tout réel x:

() = 6 cos(x) sin*(x) — 3 cos(x)
/(%) = = 3 cos(x) (1 - 2sin? (x))
f/(x) == 3 cos(x) (1 -1 + cos(2x))
/(%) = = 3 cos(x) cos (2x)

cos(2x) <0 < cos(2x) < cos(g)
(:)§+2kn<2x<2n—g+2kn

@E+k1t<x<3—n+kn
4 4

A vous de jouer ! [V

@ On considere la fonction f définie sur R par:
f(x) = 3cos? (x) - 6 cos (x).

a) Montrer que f est une fonction périodique.
b) Que peut-on en déduire sur l'intervalle d'étude de f?
b) Dresser le tableau de variations de f sur [0 ; 27].

3.
" 0 r T
4 2
-3cos(x) - -
cos(2x) + 0 -
f'(x) - (:) +
Variations de f ’ \ 7 / 1

m On considere la fonction f définie sur R par :
f(x) = 2 cos (2x) + sin*(x).

a) Montrer que f est une fonction périodique de période T.
b) Montrer que f est paire.

c) Dresser le tableau de variations de f sur [0 ; «],
puis sur [-T; T].

) Exercices 50 a 60 p. 94-95
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Enoncé

Résoudre une inequation trigonomeétrique de degreé 3

(résolus

= Cours 2 p. 86

Lobjectif de cet exercice est de résoudre l'inéquation 2cos3(x) - 3cos?(x) + 1 = 0 dans [0; 2n].
1. Soit la fonction f définie sur R par f(x) = 2x3 — 3x2 + 1. Vérifier que f(1) = 0.

2. Déterminer les réels a, b et c vérifiant f(x) = (x- 1)(ax2 + bx + ).

3. Etudier le signe de f(x) sur R.

4. En déduire les solutions de I'inéquation 2cos3(x) — 3cos? (x) + 1 = 0 dans [0 ; 2n[.

fl solution B

1.f1)=2-3+1=0.

2. f(2) = ax® + bx? + cx— ax? —bx—c
f(x) = ax® + (b—a) x% + (c - b)x— ¢

1 ﬂ Développer l'expression de f
3 puis identifier les coefficients

du polynéme. 3
Poser cos(x) = X pour se ramener

a=2 022 a une inéquation déja résolue.
b-a=-3 B :
Par identification, on obtient : &4 c=-1 . ﬂ Remplacer X par cos(x) en ten'ant
c-bh=0 .~ compte que cos(x) est compris
1 =-1 dans l'intervalle [- 1; 1].
Ainsi, f(x) = (x - 1)(2x2 - x - 1). 1
3. On détermine le signe du polynéme 2x? —x - 1. * 2 !
A=1-4x2x(-1)=9 o1 _ _ +
NS SIS -
177 7 4 2x° -x-1 + - +
4. Soit X = cos(x). On réalise un changement de variable : Aix) B + +

XxER maisXE[-1;1] a

Onaalorsf(X)?OgX;-%
cos(x)>—l
2 R

2n
cos(x) = cos =

_ZT’sznsxsz?ﬂzkn,kez

Donc 'ensemble des solutions de I'inéquation 2cos3(x) — 3cos?(x) + 1= 0 dans [0 ; 2n[ est :

S =[0;2—n]u[4—n;2n[.
3 3

Résoudre sur [-7t; ] :

2sin?(x) — sin(x) — 1 > 0.

BED 1. Soit flx) = 23— 2,552 - 2x + 1,5. Vérifier que fi-1) = 0.
2. Résoudre sur [0; 2m] :

cos3(x) - 2,5cos2(x) — 2cos(x) + 1,5 < 0.
m Résoudre sur [-7; 7] :

2c083(x) - cos2(x) - 2cos(x) + 1 < 0. 1. Soit f(x) = %3 - 0,52 - 2,5x — 1. Vérifier que f(2) = 0.

2.Résoudre sur[-m; 7] :
sin3(x) - 0,5sin2(x) — 2,5sin(x) = 1 < 0.

) Exercices 61 a 67 p. 95

3 « Fonctions cosinus et sinus
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apprendre a demont

La propriété a démontrer

Léquation x + J/2sin(x) = 2 a une solution sur l'intervalle [0 ; 27].

© On souhaite démonter cette propriété.

» Comprendre avant de rédiger
» Résoudre I'équation se raméne a une étude de fonction en posant, pour tout xréel, f(x) = x + /2 sin(x) - 2.

» On utilisera le théoréme des valeurs intermédiaires pour conclure.

» Rédiger

Etape @) En posant, pour tout x réel, La démonstration rédigée
f(x) = x + /2 sin(x) - 2, "équation
précédente est équivalente & f(x) = 0. % Soit la fonction f définie sur l'intervalle [0 ; 2] par :

f(x)=x++/2sin(x) - 2.

Etape e On détermine la dérivée de f. % fl(x)=1+ \/Ecos(x)

, 3n
Etape €) On va déterminer le signe o 4 =0 & cos(x)= cos(Tj
de la dérivée en s'appuyant sur 2 3x] [5r
la connaissance des fonctions cosinus & cos(x) = 5 o xE [O ; —}u[— ; 27:]
et sinus.
Etape (@ On dresse le tableau de variations - X 0 3 on o
de fsur l'intervalle [0 ; 27]. 4 4
f/(x) + 0 - 0 +
3n o1 2t -2
Variations de f / 4 \ 51
) 22
4
Etape @ On applique le théoréme des = . fest continue et strictement croissante sur lintervalle

valeurs intermédiaires sur chaque intervalle. 3n 3n
[0 ; T} avec fl0)=-2et f(Tj > 0. D’aprés le théoreme

des valeurs intermédiaires, I'équation f(x) = 0 admet une

3
unique solution sur [0 ; Tn}

. 3n L. .
« fest continue sur[T ; 21‘C:| et son minimum, atteint en on

4
est strictement positif. Ainsi I'équation f(x) = 0 n'a pas de

3
solution sur{%E ; Zn}.

Etape @ On conclut. % Ainsi, x ++/2 sin(x) = 2 a une unique solution sur [0 ; 27].

» Pour s’entrainer

De la méme facon, démontrer que I'équation \/gx +2cos(x) =3 aune unique solution sur l'intervalle [0 ; 27].
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