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EX) Nombres premiers
Les propositions suivantes sont-elles
vraies ou fausses ? \'

a) Lensemble des nombres premiers est fini. [
b) Si p est un nombre premier alors p nest O
pas pair.

) Si p est un nombre premier ne divisant pas a
alors les nombres a et p sont premiers entre eux
e) Sip est un nombre premier ne divisant pas a
alors les nombres p et a sont premiers.
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Critere d’arrét

Méthode Comment faire pour déterminer de « téte » les

nombres premiers parmi les entiers suivants ?
39-47-51-67-77-83-91

EX crible et critere d’arrét

1. Rayer les entiers qui ne sont pas premiers dans ce tableau.

31 | 3233 |34 35|36 |37 | 38| 39 | 40
41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 46 | 47 | 48 | 49 | 50
51 | 52 | 53 | 54 | 55 | 56 | 57| 58 | 59 | 60

2. En déduire la liste des nombres premiers compris entre
30 et 60.

E3 Théoréme de Gauss (1)
Méthode Soit p un nombre premier. Comment faire pour
montrer que si p divise n? alors p? divise n??

Théoréeme de Gauss (2)

Les propositions suivantes sont-elles vraies
ou fausses ? Justifier. \'} F

a) Si a est un entier naturel tel que 13 divise a°

o5 O
alors 13* divise —.

13
b) Si p est un nombre premier divisant ab O O

alors p divise a et p divise b

EX] Décomposition (1)

1. Donner mentalement la décomposition en produits de
facteurs premiers des nombres suivants.

a) 30 b) 40 c) 64 d) 70 e)120
2. Méthode En utilisant la décomposition de 10 = 2 x 5,
comment faire pour donner la décomposition en produit
de facteurs premiers des nombres suivant ?

a) 800 b) 2 000 c) 60 000

El Décomposition (2)

Déterminer la décomposition en produit de facteurs premiers
des nombres suivants en utilisant leur caractéristique.
a)6!=2x3x4x5x6 b) 292 -4 c)852-16

EXErcices ("calculs et automatismes

30| Décomposition (3) B_*j
Choisir la (les) bonne(s) réponse(s).

La décomposition de 2 520 est :

[a] 23x 32 [b] 23x32x5x7
[c] 22x32x5x7 [d] 22x5x%x7

PGCD

Méthode Comment faire pour décomposer les nombres a
et b en produit de facteurs premiers, puis déterminer leur
PGCD dans chacun des cas suivants ?
a)a=350etb=980 b)a=792etb=924

EXA Nombre de diviseurs (1)

Les propositions suivantes sont-elles

vraies ou fausses ? Justifier. Vv F
a) La décomposition en produit de facteurs

premiers de PGCD(2 142, 6 664) ne contient [ O
que des facteurs a la puissance 1.

b) Si a = 2 est un nombre impair, alors le

nombre 2a posséde deux fois plus de diviseurs 1 O
que le nombre a

EE] Nombre de diviseurs (2)

Méthode Comment faire pour déterminer le nombre de
diviseurs de 48 et 60 ?

Nombre de diviseurs (3)
Choisir la (les) bonne(s) réponse(s).
Parmi les entiers suivants celui qui admet le plus de diviseurs est :

[ale60 [b]72 [c]90 [d]100

ES) Nombre de diviseurs (4)
Déterminer I'entier o tel que a = 25 X 6* pour que a admette
48 diviseurs.

E[@ Théoreme de Fermat (1)
Quel est le reste dans la division par 41 des nombres suivants ?
a) 42° b) 2520 ) 49% d) 504

Théoréme de Fermat (2)

Les propositions suivantes sont-elles
vraies ou fausses ? Justifier.

a) Pour tout n € N, 7 divise 5" - 1.
b) Pour tout n € N, 4 divise 7°" - 1.

O0d<
Odm

E) Théoréme de Fermat (3)
Méthode Comment faire pour montrer que l'entier
a=2%+ 3% -5 est divisible par 74 ?
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d'application

Déterminer si un nombre -

.................................................

Montrer que 419 est un nombre premier.
On expliquera clairement la méthode utilisée.

Déterminer si les entiers suivants
sont premiers ou non.

a)117 b) 271
d) 401 e) 527

c) 323
f) 719

Soitn € N.On pose N=2n?>+n-10.
1. Factoriser N par (n - 2).
2. Pour quelle valeur de n, le nombre N est-il premier ?

Soitn € N.On pose N=2n?+7n +6.

La proposition suivante est-elle vraie ou fausse ?
Justifier.

« Il existe une valeur de n pour laquelle N est un nombre
premier. »

l‘ @IDGBWI@S’inspirer de l'exercice précédent.

m Soit p un nombre premier et deux entiers n, etn,
tels que:

n,=p+1000etn,=p+2000.
1. En raisonnant modulo 3, montrer que la seule valeur
possible de p pour que n, et n, soient des nombres premiers
est 3.
2. Peut-on avoir n, et n, premiers ?
Soit p un nombre premier Démo
etaunentiertelque:2<a<n-2.
Montrer que p ne divise pas a® - 1.

On donne ci-dessous la fonction £ Algo

en Python dont des mots ont été effacés.

from math import¥*
def f£(n):
i=2
if n%i==0:
return "non .. car ..
i+=1
while i<=sqrt(n):
if n%i==0:
return "non .. car ..
i+=2
return L

par",i

par",i

1. Compléter cet algorithme par des mots adaptés.
2. a) Que détermine cette fonction ?
b) Expliquer clairement comment procede cette fonction.

Dans les Inédits de Marcel Pagnol, I'écrivain indique
que, pour tout n entier impair n > 1, le nombre
N=n+(n+2)+n(n+2)est premier. Quen pensez-vous ?

Utiliser le théoreme de Gauss
appliqué aux nombres e

.................................................

Soit p un nombre premiereta, b € N.
Montrer que si p divise a et a? + b2 alors p divise b.

m Soit un entier relatif n tel que : N> =17p + 1 ou p est

un nombre premier.

1. Ecrire 17p comme un produit de facteurs fonction de n.

2. Montrer que n est de la forme:
n=17k+1Toun=17k-1avecke ”Z

On citera le théoreme utilisé.

3. Montrer qu’une seule valeur de k convient.

En déduire les valeurs de n et p

Soit un entier relatif n tel que : n2=29p + 1 ol p est

un nombre premier.

1. Ecrire 29p comme un produit de facteurs fonction de n.

2. En s'inspirant de l'exercice précédent, déterminer les

valeurs de n et p qui conviennent au probléme.
) N Démo

m Démontrer le théoreme de Gauss

appliqué aux nombres premiers :

« Si un nombre premiers p divise le produit ab de deux

entiers non nuls alors, p divise a ou p divise b ».

Décomposer en produit e
de facteurs premiers ‘A

.................................................

Décomposer en produit de facteurs premiers
960 et 221 222.

m 1. Décomposer en produit de facteurs premiers £
2650et1272.

2. En déduire PGCD(2 650, 1 272).

3. Retrouver ce résultat a l'aide de I'algorithme d’Euclide
puis comparer les deux méthodes.

E 1. Décomposer en produit de facteurs premiers
a=428904 et b =306 360.

2. En déduire PGCD(a, b).

3. Retrouver ce résultat a I'aide de I'algorithme d’Euclide et
comparer les deux méthodes.

1. Quelle est la condition sur les puissances des
facteurs premiers d’'un carré parfait ?

2. Trouver un nombre de trois chiffres qui soit un carré
parfait divisible par 56.

m Une boite, en forme de pavé droit, a des dimensions
qui s'expriment, en centimetres, par des nombres entiers.
Son volume est de 22,661 dm?>.

Quelles sont les dimensions de cette boite ?



d'application

m 1. Décomposer 2 016 en produit de facteurs
premiers.

2. Déterminer, en expliquant la méthode choisie, la plus
petite valeur de I'entier naturel n tel que n? est un multiple
de2016.

A l'aide de la décomposition en facteurs premiers
de 84, résoudre dans N I'équation :
x(x+1)2x+1)=284.

m Cet exercice a pour but de déterminer par combien
de zéros se termine le nombre 1 000! On rappelle :
1000!'=1x2x3x...x1000.
1. Montrer qu'il existe pet g (p > 1 et g > 1) et un entier N
premier avec 10 tels que:

1000! = 2P x 59 x N.
2. a) Combien y a-t-il de nombres inférieurs ou égaux a
1 000 divisible par 5 ? divisible par 52 ? divisible par 53 ?
divisible par 5*?
b) En déduire alors que g = 249.
3. Montrer que p > g et que g est le nombre cherché.

E Dans un annuaire de moins de 1 000 pages sont inscrits
999 991 noms.

Chaque page contient le méme nombre de noms.

1. Montrer que 997 est un nombre premier.

2. Combien de pages contient cet annuaire ?

Trouver le nombre
de diviseurs d'un entier

1. Décomposer 792 en produit de facteurs premiers.
Quel est le nombre de diviseurs de 792 ?

2. Alaide d’un tableau double entrée déterminer tous les
diviseurs de 792.

1. Décomposer 8 316 en produit de facteurs
premiers. Quel est le nombre de diviseurs de 8316 ?

2. Proposer un algorithme pour énumérer tous les diviseurs
de 8316.

m 1. Décomposer 3003 en produit de facteurs premiers.
Quel est le nombre de diviseurs de 3003 ?

2. A partir du résultat de la question 1., trouver un nombre
possédant plus d’un milliard de diviseurs.
IZ3 pémontrer qu’un entier naturel n est Démo
un carré parfait si, et seulement si, le nombre

de ses diviseurs est impair.

Un entier n a cinq diviseurs et (n — 16) est le produit
de deux nombres premiers.

1. Prouver que n = p* avec p premier.

2. Ecrire (n - 16) sous forme d’un produit de trois facteurs
dépendant de p.

3. En déduire la valeur de p puis de n.

m Le produit de deux entiers naturels a et b aveca < b
est 11 340. On note d = PGCD(a, b).

1. a) Pourquoi d? divise-t-il 11 340?

b) Pourquoid=2*x3PavecO0<a<1let0<sB=<2?

2. 0On sait de plus que a et b ont six diviseurs communs et
a est un multiple de 5.

a) Démontrer que d = 18.

b) En déduire a et b.

Appliquer le petit théoreme .
defermat ~  Bpwm
1. Montrer que 4% — 1 est divisible par 29.

2. Montrer que pour tout n, 4" — 1 est divisible par 3.

3. Montrer que pour tout k, 4* - 1 est divisible par 5 et
par 17.

4. En déduire quatre diviseurs premiers de 428 - 1,

Soitn € N*.Onnotea=n"-n.
1. Montrer que a est divible par 13 et 7.
2. En déduire que a est divisible par 182.

m 1. Montrer que, pour tout a € N :
a'-a=0(62).
2. Montrer que, pour tout a,n € N :
a**+n-a"=0(62).

m 1. Soit p un nombre premier supérieur a 2.
Montrer que p divise 1 +2+ 2%+ ... + 2P,
2. Est-ce que 97 divise la somme S telle que

98
S=Yn%?
n=1

Soit p un nombre premier.
1. Montrer que si p divise 3”7 + 1 alors p divise 4.
2. Trouver p tel que p divise 37 + 1.

1. Vérifier que 761 est un nombre premier.
2. L'entier n est un naturel composé de 760 chiffres tous
égauxa9:n=999..99.
760 fois
a) Calculern+1.
b) Montrer que n est divisible par 761.

1.Soitn ENetA=n’-n.

a) Montrer que A est divisible par 7.

b) Vérifier que : A = n(n® - 1)(n® + 1) puis montrer que A est
divisible par 2 et par 3.

c) En déduire que A est divisible par 42.

2.Soitn € NetB=n?n?-1)(n?+1).

a) Montrer que B est divisible par 3.

b) En remarquant que (n? - 1)(n?+ 1) =n*- 1, montrer que
B est divisible par 5.

c) En utilisant un tableau de congruence, montrer que B
est divisible par 4.

d) En déduire que B est divisible par 60.
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d'entrainement

Déterminer un entier
conditionné par le nombre
desesdiviseurs Mpue
Un entier naturel n posséde seulement deux
diviseurs premiers.

Sachant que n a 6 diviseurs et que la somme de ses diviseurs
est 28, déterminer n.

o et B sont deux entiers naturels et n = 2% x 35,

Le nombre de diviseurs de 12n est le double du nombre
de diviseurs de n.

1. Montrer quelona: B (a-1)=4

2. En déduire les trois valeurs possibles pour n.

o et B sont deux entiers naturels et n = 2% x 36,

Le nombre de diviseurs de n® est égal a 8 fois le nombre
de diviseurs de n.

1. Prouver que (ot - 5) (B - 5) = 32.

2. Déduire les valeurs possibles pour n.

Déterminer le plus petit entier naturel possédant :
a) 10 diviseurs.
b) 15 diviseurs.

Déterminer deux entiers naturels a et b tels que
a> b, PGCD(a, b) = 18, et qui ont respectivement
21 et 10 diviseurs.

Un entier naturel n est tel que:

e 4 divise n,

e n admet 14 diviseurs,

e n estde laforme n=37p + 1 avec p premier.

1. Montrer que n posséde au plus deux diviseurs premiers.
2. Montrer que n ne peut avoir qu’un seul diviseur premier.
Un nombre parfait est un nombre Démo
dont la somme des diviseurs stricts est égal a lui-méme.
Euclide donne la regle suivante pour trouver des nombres
parfaits :

«Siun nombre a s'écrit 2" (2™ - 1) et si 27 - 1 est premier,
alors a est parfait ».

1. Trouver les quatre premiers nombres par-
faits.

2.Soita=2"(2"" - 1) avec 2" — 1 premier.
a) Quelle est la décomposition de a en fac-
teurs premiers ?

b) En déduire la liste des diviseurs de a.

c) Démontrer alors que la somme des diviseurs stricts est
égale a ce nombre a.

Travailler modulo p, ot
p premier i p.13

................................................

Soit le systeme (S) suivant : (x; ) € Z

) 3x+4y=5 (13)
|2x+5y=7 (13)

1. Justifier que (S) est équivalenta:
3x+4y=5(13)
7y=11(13)

2. Déterminer k, k, €[0; 12] tels que:
7k, =1(13) et 3k, =1 (13).

3. En déduire les solutions du systéme (S).

Soit g > 5, un nombre premier et M le produit
des nombres premiersde5aq:
M=5%x7x11x...Xq.
Onpose:N=22xM+ 3.
1. a) Montrer que N est impair.
b) Montrer que N # 0 (3).
2. Soit p un nombre premier divisant N.
a) Montrer que p > q.
b) Montrer que:p =1 (4) oup = 3 (4).
3. Soit N=p,* x p,” X ...x p,* la décomposition de N en
facteurs premiers.
a) Montrer en raisonnant par I'absurde qu'il existe un facteur
premier p,aveci € [1;r] tel que:p,= 3 (4).
b) En déduire qu'il existe une infinité de nombres premiers
de la forme 4n + 3.

.................................................

EH soitA=]1;46].
1. On considére l'équation

(E):23x+47y=1
ou x et y sont des entiers relatifs.
a) Donner une solution particuliere (x, ; y,) de (E).
b) Déterminer 'ensemble des couples (x; y) solutions de (E).
c) En déduire qu'il existe un unique entier x appartenant
aAtelque 23x =1 (47).
2. Soit a et b deux entiers relatifs.
a) Montrer que siab =0 (47) alorsa=0(47) ou b =0 (47).
b) En déduire quesia’=1(47)alorsa=1(47)oua=-1 (47).
3.a) Montrer que pour tout entier p de A, il existe un entier
relatif g tel que pg =1 (47).
Pour la suite, on admet que pour tout entier p de A, il
existe un unique entier, noté p~' appartenant a A tel que
pxp'=1(47).
b) Quels sont les entiers p de A qui vérifientp=p'?
c) Montrer que 46! = 1 (47).



m On considére la suite (u,) définie pour tout entier
naturel n non nul par:

u,=2"+3"+6"-1.
1. Calculer les six premiers termes de la suite.
2. Montrer que, pour tout entier naturel n non nul, u_ est pair.
3. Montrer que, pour tout entier naturel n pair non nul,
u, est divisible par 4.
On note E I'ensemble des nombres premiers qui divisent
au moins un terme de la suite (u,).
4. Les entiers 2, 3, 5 et 7 appartiennent-ils a I'ensemble E ?
5. Soit p un nombre premier strictement supérieur a 3.
a) Montrer que: 6 x 2P2 =3 (p) et 6 x 32 =2 (p).
b) En déduire que 6u, ,=0 (p).
6. Le nombre p appartient-il a 'ensemble (E) ?

On considere la suite (u,) d’entiers naturels définie
par:u,=1et, pour tout entier naturel n,u, ., = 10u, +21.
1. Calculeru,, u, et u,.

2.a) Démontrer par récurrence que, pour tout entier natu-
reln:

n+1

3u =10""-7

b) En déduire, pour tout entier naturel n, l'écriture décimale
deu,.
3. Montrer que u, est un nombre premier.
4. On se propose maintenant d'étudier la divisibilité des
termes de la suite (u,) par certains nombres premiers.
Démontrer que, pour tout entier naturel n, u_ n'est divisible
ni par 2, ni par 3, ni par 5.
5. a) Démontrer que, pour tout entier naturel n :

3u,=4-(-1)n(11).
b) En déduire que, pour tout entier naturel n, u, n'est pas
divisible par 11.
6.a) Démontrer I'égalité : 10 = 1 (17).
b) En déduire que, pour tout entier naturel k, u
divisible par 17.

m 1. Calculer:
a) (1+/6)%

b) (1++/6)*;
o (1+/6).

d) Décomposer en produit de facteurs premiers le nombre
847 et 342. Que peut-on en déduire ?

2.Soit n un entier naturel non nul.On note a_ et b, les entiers
naturels tels que :

(1+v6)" =a, +b,6 -

a) Que valent a, et b, ? D'apres la question 1. a) donner
d'autres valeursdea, etb,.

b) Calculera,, etb,  enfonctiondea, etb .

c) Démontrer que, si 5 ne divise pasa, +b,, alors 5 ne divise
pasnonplusa . etb .

En déduire que, quel que soitn € N, 5 nedivise pasa, +b .
d) Démontrer que, sia, etb, sont premiers entre eux, alors
a,,,etb . sontpremiersentre eux.

En déduire que, quel que soitn €N, a_etb, sont premiers
entre eux.

16+ 8 est

d'entrainement

..................................................

m On désigne par p un nombre entier premier supérieur
ou égal a 7. Le but de I'exercice est de démontrer que lI'en-
tier naturel n = p* - 1 est divisible par 240, puis d’appliquer
ce résultat.

1. Montrer que p est congrua—1oua 1 modulo 3.

En déduire que n est divisible par 3.

2. En remarquant que p est impair, prouver qu'il existe un
entier naturel k tel que p? - 1 = 4k(k + 1), puis que n est
divisible par 16.

3. En considérant tous les restes possibles dans la division
euclidienne de p par 5, démontrer que 5 divise n.

4. a) Soit a, b et c trois entiers naturels. Démontrer que sia
et b divise ¢, avec a et b premiers entre eux, alors ab divise c.
b) Déduire de ce qui précéde que 240 divise n.

5. Existe-t-il quinze nombres premiers p,, p,, ..., p,5 SUpé-
rieurs ou égaux a 7 tels que l'entier A= p}' + p; +..+p,3
soit un nombre premier ?

Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, on
pose A(n) = n* + 1. Lobjet de l'exercice est I'étude des
diviseurs premiers de A(n).

1. a) Etudier la parité de I'entier A(n).

b) Montrer que, quel que soit I'entier n, A(n) n'est pas un
multiple de 3.

c) Montrer que tout entier d diviseur de A(n) est premier
avecn.

d) Montrer que, pour tout entier d diviseur de A(n) :

n®=1(d).

2. Soit d un diviseur de A(n). On note s le plus petit des
entiers naturels non nuls k tels que n* = 1 (d).

a) Soit k un tel entier. En utilisant la division euclidienne
de k par s, montrer que s divise k.

b) En déduire que s est un diviseur de 8.

c) Montrer que si, de plus, d est premier, alors s est un
diviseurde d - 1.

3. Recherche des diviseurs premiers de A(n) dans le cas
ou n est un entier pair. Soit p un diviseur premier de A(n).
En examinant successivement lescass=1,s=2 puiss =4,
conclure que p est congru a 1 modulo 8.

4. On donne la liste des nombres premiers congrus a 1
modulo 8:17,41,73,89,97,113,137 ...

Appliquer ce qui précede a la recherche des diviseurs
premiers de A(12).

Soit n un entier relatif et A le nombre défini par :
A=n*-12n>+16.

1. En remarquant que A =n* - 8n? + 16 - 4n?, factoriser A.

2. Montrer que si n est pair alors, A nest pas premier.

3. On suppose que n est impair. On pose alors n = 2k + 1

aveck € 7.

a) Montrer que : A = (4k? + 8k - 1)(4k? - 5).

b) En déduire les valeurs de n pour lesquelles A est nombre

premier.

5 <« Nombres premiers
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d'entrainement

m Soit les définitions des « nombres croisés » suivant.
Horizontalement :

A. C'est un carré parfait.

B. Un nombre premier dont le produit de ses chiffres est
63 et sasomme 17.

C. Le produit de ses chiffres est 1.

D. Les chiffres de ce nombre, dans l'ordre, sont consécutifs.
E. Un multiple de 11. La somme de ses chiffres est supérieure
de 1 aleur produit.

Verticalement :

a. C'est un cube parfait dont le produit de ses chiffres est 90.
b. Les chiffres, dans l'ordre, sont impairs consécutifs.

c. Un carré parfait, le produit de ses chiffres est 36.

d. Son premier chiffre et son dernier abcde
chiffre sontidentiques, le produitdeses
chiffres est 105. B
e. La somme des chiffres est 7 et leur
produit 6. Un multiple de 12. D

E

D'apres Jeux et stratégie n°14.

.................................................

m On suppose que 250 507 n'est pas premier.
On se propose de chercher des couples d'entiers naturels
(a; b) vérifiant la relation :

(E) : @®>-250507 = b2
1. Soit n un entier naturel.
a) A l'aide d’un tableau de congruence donner les restes
possibles de n> modulo 9.
b) Sachant que (E) est vérifiée, déterminer les restes
possibles modulo 9 de a? - 250 507.
c) Montrer que les restes possibles modulo 9 de a sont 1 et 8.
2. Vérifier que si le couple (a; b) vérifie (E), alors a > 501.
3. 0n suppose que le couple (a; b) vérifie (E).
a) Démontrer que a est congru a 503 ou a 505 modulo 9.
b) Déterminer le plus petit entier naturel k tel que
(505 + 9k ; b) soit solution de (E), puis donner le couple
solution correspondant.
4. a) Déduire de la question 3. une écriture de 250 507 en
un produit deux facteurs.
b) Cette écriture est-elle unique ?

Travailler l'oral

Le probléeme de la cuve

La cuve est a peu pres cubique. Sa base est carrée. Les
dimensions de la cuve sont des nombres entiers de déci-
meétres et son volume est égal a 1450 litres a 2 litres pres.
Quelles sont les dimensions de la cuve ?

On expliquera la procédure suivie et I'on justifiera le
choix retenu.

m On se propose de rechercher des nombres N dont la
décomposition est N=p, x p, X p, ou p,, p,, p, sont

trois nombres premiers tels que p, +p, =p,.

Par exemple :286 =2 x 11 x 13 est un tel nombre.

1. Montrer que nécessairement p, = 2.

2.0n suppose que 680 <N < 1 920.

Déterminer p, puis déduire N.

3.0n suppose que 6 X 10* <N < 8x 10%

Donner les valeurs possibles pour p, et en déduire les valeurs
de N correspondantes.

l‘ @I[E)G_bmmjia Les nombres premiers de 100 a 200 sont :
101 103 107 109 113 127 131 137 139 149
151157163 167 173179181 191 193 197 199.

.................................................

m 1.0n suppose que a, b € N et que a? - b? est un
nombre premier.

Quelle relation existe-t-il entreaet b ?

2. Montrer que 401 est premiers puis résoudre dans N?
I'équation :

=2 =401,

m Le but de cet exercice est de trouver tous les entiers
relatifs x solutions de :
(B):x2+x-2=0(13).
1. Trouver une solution particuliere o de (E).
2.0n pose X = x - o, trouver alors toutes les solutions de (E).

Le but de cet exercice est de trouver tous les entiers
relatifs x solutions de
(E):x*-2x+2=0(17)
1. Montrer que o, = 5 est une solution de (E).
2.0n pose X =x-a, trouver alors toutes les solutions de (E).

m 1. Montrer que pour tous réels x et y,on a:
B-pP=(x- N0 +xy+92).
2. Résoudre alors dans N? I'équation :

B-p=127.

m 1. Décomposer en produit de facteurs premiers 8 633.
2. Résoudre dans N?, I'équation :
x?-4y?=8633.

-~
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m Nombres de Mersenne

Les nombres de la forme 2" - 1 ol n € N* sont appelés
nombres de Mersenne.

On s'intéresse au nombre de Mersenne : 233 - 1.

1. Un éleve utilise sa calculatrice et obtient les résultats
suivants :

NORMAL FLOTT AUTO REEL RAD HMP n
(2*-1).3

................................ 2863311530
(2**-1) 4

................................ 2147483648
(2**-1)12

.............................. 715827882.6.

Il affirme alors que 3 et 4 divise 233 — 1 mais pas 12.

a) En quoi cette affirmation contredit-elle le corollaire du
théoréme de Gauss ?

b) Montrer que 4 ne divise pas 233 - 1.

c) En remarquant que 2 = - 1 (3), montrer que 3 ne divise
pas 233 -1,

2.a) Calculerlasomme:S=1+23+(23)2+ (233 +... + (29)'°.
b) En déduire que 7 divise 233 - 1.

EE] Nombres
de Poulet Histoire des Maths
Soit n € N¥, un entier impair tel que :

21 £ 1 (n).
1. Montrer que n n'est pas premier.
2. Quel est le reste de 23%° dans la division par 341 ?
Que cela signifie-t-il par rapport au petit théoreme de
Fermat ?
Un nombre comme 341 est appelé nombre de Poulet.

Paul Poulet est un mathématicien belge né en 1887
et mort en 1946.

Autodidacte, il apporta une contribution importante
a la théorie des nombres.

Il est notamment connu pour avoir exhibé des
nombres quasi premiers.

3. Parmi les nombres entiers inférieurs a 25 milliards,
1091 987 405 sont premiers et seulement 21 853 sont des
nombres de Poulet (donc non premier).

On prend un nombre n au hasard parmi les entiers inférieurs
a 25 milliards et I'on décide de déclarer, aprés avoir calculé
2™ "modulon:

e si 2™ % 1 (n), « n n'est pas premier »,

i 21 = 1 (n), « n est premier ».

a) Quelle est la probabilité d'énoncer un résultat faux ?

b) Quelle est la probabilité que le nombre soit premier
sachant qu'il a été annoncé comme tel ?

Triplets pythagoriciens

On appelle triplet pythagoricien, noté TP, un triplet
dentiers naturels non nuls (x; y; 2) tels que : x* + y* = 22
Ainsi (3;4;5) estunTP car 32 + 42 =52,
A » Généralités
1. Démontrer que, si (x; y; z) est un TP et p un entier naturel
non nul, alors (px; py ; pz) est lui aussi un TP.
2. Démontrer que, si (x; y; 2) est un TP, alors x, y et z ne
peuvent pas étre tous les trois impairs.
3. On admet que tout n € N* peut s‘écrire d'une facon
unique sous la forme du produit d'une puissance de 2 par
un entier impair :

n=2%xkoua, k€N etkimpair.
Par exemple:9=2x9et 120 =23x 15.
a) Donner I'écriture en puissance de 2 de 192.
b) Soit x et z deux entiers naturels non nuls, tels que
x=2"xketz=26xm.
Ecrire en puissance de 2 des entiers 2x? et 22,
c) En examinant l'exposant de 2 dans la décomposition
de 2x? et 22, montrer qu'il n'existe pas de couple d'entiers
naturels non nuls (x; 2) tels que 2x? = z2.
d) En déduire que un TP est formé de trois entiers naturels
x, ), z deux a deux distincts.

B » Recherche d’un TP contenant 2 015
Tout TP (x; y; 2), est rangé dans l'ordre suivant :
x<y<z
1. Décomposer 2 015 en produit de facteurs premier puis,
en utilisant le TP(3 ; 4 ; 5), déterminer un TP de la forme
(x;y;2015).
2.0n admet que, pour tout entier naturel n :
2n+ 124 (2n%2+2n)2=(2n%+2n + 1)2

Déterminer un TP de la forme (2015 ; y; 2).
3. a) En remarquant que 4032 = 169 x 961, déterminer un
couple d’entiers non nuls (x; z) tel que :

Z2 - x% = 4032 avec x < 403.
b) En déduire un TP de la forme (x; 2015 ; 2).

BTG Ecriture décimale

Soit E I'ensemble des entiers naturels écrits, en base 10, sous
la forme abba ou a est un chiffre supérieur ou égala 2 et b
est un chiffre quelconque.

Exemples:2002,3773,9119.

On cherche le nombre déléments de E ayant 11 comme
plus petit facteur premier.

1.a) Décomposer 1 001 en produit de facteurs premiers.
b) Montrer que tout élément de E est divisible par 11.
2.a) Quel est le nombre déléments de E ?

b) Quel est le nombre d'éléments de E qui ne sont ni divi-
sibles par 2 nipar5? L

3. Soit n un élément de E sécrivant sous la forme abba.

a) Montrer que : « n est divisible par 3 » équivauta «a+b
est divisible par 3 ».

b) Montrer que : « n est divisible par 7 » équivaut a « b est
divisible par 7 ».

4. Déduire des questions précédentes le nombre d’éléments
de E qui admettent 11 comme plus petit facteur premier.

5 <« Nombres premiers
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Fonctions modulo 227

1. Soit I'¢quation (E) : 109x-226y=1.

ou x et y sont des entiers relatifs.

a) Déterminer PGCD(109, 226).

Que peut-on en conclure pour I'équation (E) ?

b) Montrer que I'ensemble solutions de (E) est I'ensemble
des couples de la forme :

141 + 226k, 68 + 109k, ou k € Z.

c) En déduire qu'il existe un unique couple (d; e) d'entiers
naturels non nuls tel que :

d<226et109d =1 + 226e.

Donner les valeurs des entiers d et e.

2. Démontrer que 227 est un nombre premier.

3.0n note A I'ensemble des 227 entiers naturels a tels que
a=< 226.

On définit deux fonctions f et g de A dans A telles que, a
toutentiera€ A:

e fassocie le reste de la division euclidienne de a'% par 227,
e g associe le reste de la division euclidienne de a'*' par 227.
a) Vérifier que g[f(0)] = 0.

b) Montrer que, quel que pour tout a € A non nul :
a?? =1(227).

c) En utilisant 1. b), déduire que, pour tout a € A non nul,
glf(al=a.

d) Que peut-on dire de f[g(a)] ?

Comment sont fet g I'une par rapport a l'autre ?

ETGEN Conjecture de Goldbach

Soit la fonction F définie sur N* qui vérifie les propriétés
suivantes.

e F(a x b) = F(a) x F(b) si PGCD(a, b) =1.

* F(p + q) = F(p) + F(q) si p et g premiers.

1. Justifier que F(6) = F(2) X F(3) et F(6) = 2F (3).

En déduire F(2).

2. a) Déterminer F(4).

b) En utilisant plusieurs fois la 2¢ propriété, montrer que
F(12) = 2F(3) + 6.

c) Justifier que F(12) = 4F(3).

d) En déduire F(3).

3. Montrer que F(n) =npour1<n=<17.

4. a) Décomposer 2006 en produit de facteurs premiers.
b) Justifier que F(59) = F(66) — 7. En déduire que F(59) = 59.
c) Déterminer F(2006).

(CRemarque

Les calculs précédents incitent a penser que pour tout entier
naturel non nul, F(n) = n. Mais cela reste une conjecture.

Pour démontrer cette conjecture, il faudrait que I'hypothése de
Goldbach soit vraie : « Tous les entiers pairs supérieurs ou égaux
a4 sont la somme de deux nombres premiers. »

ET™ Décompositions de 40
A » 1. Donner deux nombres premiers x, etytelsque:
40=x+}.
2. Soit I'¢quation 20x + 19y =40, ou x, y € Z.
Résoudre cette équation.
3. On veut savoir si 40, peut sécrire comme différence de
deux carrés, soit savoir si Iéquation x? - y* = 40, admet des
couples solutions dans N2,
a) Donner la décomposition de 40 en produit de facteurs
premiers.
b) Montrer que, si x et y désignent des entiers naturels, les
nombres (x - y) et (x + ) ont la méme parité.
) Déterminer toutes les solutions de I'équation x? - y? =40
oux,y € N.
B » Certains nombres entiers peuvent se décomposer
en somme ou différence de cubes d'entiers naturels.
Par exemple :
13= 43+73473-93-23
13=-13-13-13423+23
13= 1P+72+103-113
Dans tout ce qui suit, on écrira pour simplifier « sommes »
ala place de « somme ou différence ».
Les deux premiers exemples montrent que 13 peut se
décomposer en « somme » de 5 cubes.
Le troisieme exemple montre que 13 peut se décomposer
en « somme » de 4 cubes.
1. a) En utilisant 13 = 13 + 73 + 103 - 113, donner une
décomposition de 40 en « somme » de 5 cubes.
b) On admet que pour tout entier naturelnona:
6n=(Mn+13+((n-1)7>-n-n
En déduire une décomposition de 48 en « somme » de 4
cubes, puis une décomposition de 40 en « somme » de 5
cubes, différente de celle donnée en 1. a)
2. Le nombre 40 est une « somme » de 4 cubes :
40=43-23-23-23
On veut savoir si 40 peut étre décomposé en « somme »
de 3 cubes.
a) Recopier et compléter sans justifier :

n=..9 |0 1 |2|3]4|5|6|7]|8

n3

..(9)

b) En déduire que, pour toutn € N, n® est congrua o, 1,
ou -1 modulo 9.
Prouver alors que 40 ne peut pas étre décomposé en
«somme » de 3 cubes.

D’aprés Bac Pondichéry 2019
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29,31,37,41,43,47.

L

Nombres premiers

* Un nombre premier p est un entier naturel qui admet exactement 2 diviseurs : 1 et lui-méme.
e Il est bon de mémoriser les quinze premiers de ces nombres: 2,3,5,7,11,13,17,19, 23,

Preparer le BAC RIE

~

¢ |l'y existe une infinité de nombre premiers.

(On peut le démontrer par I'absurde en supposant un nombre fini de nombres premiers).

J

Test de primalité
¥ ou critére d'arrét
—

e Tout entier naturel n = 2 admet un
diviseur premier

Si n n’est pas premier alors, il admet
un diviseur premier p tel que:
2<p=<+n.

e Pour montrer qu'un nombre est
premier, on utilise la contraposée :

Si n n"admet pas de diviseur premier
p=<+/n, alors n est premier.

L B ) ( )
DBO[A[O[F D] 5[5 ]9
M| n]r|w]|a)] s 20
Crible d'Eratosthéne 21|20 24]25 ]2 |2 |2 e
GD |32 (33|34 |3 [36]|6)|38[39]4
Pour obtenir une liste de nombres 4 M| 45| % 48 | 49 | 50
premiers inférieurs a un entier n donné, 51 | 52 (69| 54 | 55 [ 56| 57 | 58 60
on procéde par élimination des [~ 62 | 63 | 64 | 65 | 66 68 | 69 | 70
multiples stricts, par ordre croissant des N2 || #|»n|w]|7]| s 80
nombres sur la liste des entiers de 2 a n. 81 | 82 84 [ 85 [ 86 | 87 | 88 90
Les entiers restants sont alors premiers. N2 [B|M4]|9%]% 98 | 99 | 160
. J \_ )

Théoréme fondamental
de l'arithmétique

Tout entier naturel n = 2 peut se
décomposer de facon unique en produit
de facteurs premiers :

n=p xp," X...xpC

l Petit théoréme de Fermat

Théoréme de Gauss appliqué
aux nombres premiers

¢ Si p premier divise ab alors p divise a ou b.

¢ Sipdivise un produit de facteurs premiers alors
p est I'un d’entre d'eux.

( N
¢ Tout diviseur d de n = 2 admet la décomposition :
d=pl xpfix.xpb aveco<B <o,
e Le nombre N de diviseurs de n vaut :

N=(o, +1) (o, +1)... (0, + 1)
. J

» Soit un nombre premier p et un naturel a non multiple de p alors: a?~' = 1 (p).

¢ Si a est un entier naturel quelconque, on a:a” = a (p).

5 < Nombres premiers
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Preparer le BAC @LEREE

| Je dois étre capable de... )

P> Déterminer si un nombre est premier

P> Utiliser le théoréme de Gauss appliqué aux nombres premiers
P Décomposer un nombre en produit de facteurs premiers

P Trouver tous les diviseurs d’un entier

P Appliquer le petit théoréme de Fermat

P Déterminer un entier conditionné
par le nombre de ses diviseurs

P Travailler modulo p avec p premier

Pour les exercices suivants, choisir la (les) bonnes réponse(s).

(A

Lequel parmi ces nombres n'est pas

| Parcours d’'exercices ]

i

Mg
B

1,2,39,40

Y
5

3,4,47,48

3
g

5,6,51,52

d

&
R A AR

10, 11,60, 61

Y
5

B

12,13, 66, 67

3
s

o)

14, 15,73, 74

3
g

Mg,
~)

21, 22, 80, 81

QCM interactifs
lienmini.fr/maths-e05-07

o

(8]

227 379 221 131
premier ?
Pour établir la liste des nombres
premiers inférieurs ou égaux a 4 000 a l'aide 61 67 100 4000
du crible d’Eratosthene, on raye
les multiples des nombres premiers jusqu’a :
Le plus petit entier possédant 27 30 24 18
8 diviseurs est :
R pour

On considere le nombre . L pouraucune  les 4 premiéres = . )
N=n+(n+2)+n(n+2) avecn € N, si n est impair. valeur de n. valeurs si n est premier.
Le nombre N est premier : impaires de n.
p premier supérieur a 2 différent di\zgilglzupgrp L?SIJSE{Z parfois divisible ' jamais divisible
Lentier N = 7°-1 — 1 est : mais pas par 2p. par 2p. par 2p. parp.
Lesentiersnet(n +2) sont n=2(3) n=1(3) n=2(6) n?-1=0/(6)
premiers et n > 3. On peut avoir :
Soitx, y € N. possede posséde n'a pas possede
Le svstéme x? - y>=5440 uncouple | quatre couples de couple deux couples

y PGCD(x, y)=8 solution. solutions. solution. solutions.
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Critere d’arrét

Déterminer a l'aide du critére d’arrét si les nombres
suivants sont premiers ou non.

a) 157

b) 243

<) 427

d) 509 -
e)671. #0137

Décomposition
Décomposer en produit de facteurs premiers 5 940 et
27 720.

ohode
Combien ont-ils de diviseurs ? |

Mp 11

Trouver un entier
1. Donner la décomposition en facteurs premiers de 2 016.
2. Déterminer, en expliquant la méthode choisie, la plus
petite valeur de 'entier naturel k pour

.,;}‘X\Ode
laquelle k° est un multiple de 2 016. N p. 141
PGCD Démo

Montrer qu'un nombre p est un nombre premier si, et
seulement si, p est premier avec chacun 4,
des entiers 2,3,4, ..., p-1. A p. 137

Nombre de diviseurs (1)
Un nombre n s'écrit 2% 38,

Le nombre de diviseurs de 36n est le triple du nombre
de diviseurs de n

Déterminer les valeurs de n possibles.

J5ode

s 6 PRI

Nombre de diviseurs (2)
1. Décomposer 2 268 en produit de facteurs premiers.
En déduire les nombres de diviseurs de 2 268.

2. Déterminer les entiers naturels a et b avec a < b tels
que ab = 2 268 et ayant exactement
six diviseurs communs.

Logique

Pour chacune des propositions suivantes, en justifiant,
préciser si elle est vraie ou fausse puis énoncer sa
réciproque en indiquant la véracité de celle-ci.
Proposition 1 Si n divise a?, alors n divise a.
Proposition 2 Si n est premier, alors n est impair.
Proposition 3 Si p et g sont deux nombres premiers
distincts, alors p et g sont premiers entre eux.
Proposition 4 Si p premier divise le produit ab, alors p
divise a ou p divise b.

5. Proposition 5 p est un nombre premier Sia = p (p),

alors a est premier. o5ode svode
‘A ‘A

J5ode

s 6 PRI

p. 137

Autour de Fermat

1. Soit p un nombre premier impair.
a) Montrer qu'il existe un entier naturel k, non nul,
tel que 2k=1 (p).

b) Soit k un entier naturel non nul tel que 2 =1 (p) et
soit n un entier naturel.

Montrer que, si k divise n, alors 2" = 1 (p).

¢) Soit b tel que 2° = 1 (p), b étant le plus petit entier non
nul vérifiant cette propriété.

Montrer, en utilisant la division euclidienne de n par b,
que si 2" =1 (p), alors b divise n.

2. Soit g un nombre premier impair et le nombre
A=29-1.

On prend pour p un facteur premier de A.

a) Justifier que : 29 =1 (p).

b) Montrer que p est impair.

¢) Soit b tel que 2° = 1 (p), b étant le plus petit entier non
nul vérifiant cette propriété.

Montrer, en utilisant 1. que b divise g. En déduire que
b=gq.

d) Montrer que g divise (p - 1), puis montrer que p = 1 (2q).
3.S0itA =2 -1.

Voici la liste des nombres premiers inférieurs a 400 et
qui sont de la forme 34 m + 1, avec m entier non nul :
103, 137,239, 307.

En déduire que A, est premier.

2yode

s 5 PRI

Résolution d’'équations

1. Résoudre I'équation dans N?:

K-pyP=11.
2. D’une fagon plus générale, soit p un nombre premier.
Résoudre I'équation dans N2 :

X -y =p.

Coordonnées entiéres des points
d’un plan de l'espace

1. a) Soit p un entier naturel.

Montrer qu'un seul des trois nombres p, (p + 10) et (p + 20)
est divisible par 3.

b) Les entiers naturels g, b et ¢ sont dans cet ordre les trois
premiers termes d’une suite arithmétique de raison 10.
Déterminer ces trois nombres sachant qu'ils sont premiers.
2. Soit E 'ensemble des triplets d'entiers relatifs (u; v; w)
tels que:

3u+13v+23w=0.

a) Montrer que pour un tel triplet v = w (3).

b) On pose v=3k+retw=3k" +rouk, k' et rsont des

entiers relatifset 0 < r < 2.

Montrer que les éléments de E sont de la forme :
(=13k-23k"—12r,3k +r,3k" +71).

Jhode

#0137

5« Nombres premiers
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vers le supérieur

Nombres premiers Démo

Pour n € N¥, on note p, le n-ieme nombre premier :
p,=2,p,=3, ...

Montrer que pour tout entiern=2:

Doy <Py XPyX ... Xp,.

PGCD

Trouver le PGCD de (337 - 3) et de 1 221.
E*3] Autre démonstration du petit Démo
théoreme de Fermat

1. Soit p un entier tel que p = 2.

Montrer que pour toutkavec 1 <k <p-1:

k x Pl p X p-l
k k-1
Dans la suite p est un nombre premier.

2. Montrer que p divise (Z] pourl<k<p-1.

3. A l'aide de la formule du binéme, déduire que pour a
et b entiers :
(a+ by =a°+0bP(p).
4. Démontrer par récurrence que :
pour tout n € N*, n? = n (p)
et retrouver ainsi le théoreme de Fermat.

EE3 Nombres premiers
de Sophie Germain
1. Un nombre premier p de Sophie Germain
est tel que p et 2p + 1 sont premiers.
e Le nombre 2p + 1 est alors appelé nombre
premier sQr.
eUnesuite (p,2p+1,22p+1)+1,...)de
nombres premiers de Sophie Germain est appelée une
chaine de Cunningham.
a) Déterminer les nombres premiers de Sophie Germain
inférieurs a 100.
b) Démontrer que 239 est un nombre premier de Sophie
Germain et que 227 est un nombre premier sar.
c) Déterminer une chaine de Cunnigham de 5 termes.
2. a) Montrer que, pour tout entier, on a I'égalité dite de
«Sophie Germain »:

n*+4m* = (n? + 2m? + 2mn)(n? + 2m? - 2mn).
b) n est un entier naturel, pour quelle(s) valeur(s) de n,
n*+ 4 est-il premier ?
c) Démontrer que 4% + 5454 n'est pas premier.
3. Factoriser n*+n? + 1.
Pour quelle(s) valeur(s) de n, n* + n? + 1 est-il premier ?

Sophie
Germain

Déterminer un nombre

Un professeur de mathématiques donne Iénoncé suivant :
« Déterminer un entier naturel n ayant 9 diviseurs s‘écrivant
sous la forme n=39p + 1 ol p est un nombre premier. »
En analysant I'ensemble des cas possible donner toutes
les valeurs possibles de I'entier n.

EEX) Probléme de lampes

On considére 1 000 lampes numérotées de 1 a 1 000 qui
peuvent étre allumées ou éteintes. Une lampe change d’état
lorsqu'elle passe d'éteinte a allumée et réciproquement.
Au départ toutes les lampes sont éteintes et I'on effectue
les 1 000 étapes suivantes.

Etape 1 On allume toutes les lampes.

Etape 2 Seules les lampes ou le numéro est multiple de 2
changent détat.

Etape 3 Seules les lampes ot le numéro est multiple de 3
changent détat.

Ainsi de suite jusqu'a:

Etape 1 000 Seules les lampes ou le numéro est multiple
de 1 000 changent d'état.

Quels sont les numéros des lampes qui sont allumées apres
ces 1000 étapes ?

EEX] L'age du capitaine

Le capitaine dit a son fils :

« La cabine n°® 1 abrite M. Dupont et ses deux filles. Le pro-
duit de leurs trois ages est 2 450 et la somme de leurs trois
ages est égale a 4 fois le tien. Peux-tu trouver les ages des
trois passagers ? »

Aprés un instant, le fils répond : « Non, il me manque
une donnée. »

Le capitaine ajoute alors : « Je suis plus agé que M. Dupont. »
Le fils du capitaine en déduit alors les trois réponses.

Quel est I'dage du capitaine ? de son fils ? de M. Dupont ?
des deux filles ?

EED] Le théoréme de Wilson Démo
Soit un nombre premier p > 3 et I'ensemble des naturels
A=[2;p-2].

1. Montrer que pour tout x € A, p ne divise pas x> - 1.
2.a) Soit x € A, montrer qu'il existe u € Z tel que:xu =1 (p).
b) En déduire I'existence d'un unique entier r € A distinct
de x tel que xr =1 (p).

c) Etablirque: 2 x 3 x ... x (p-2) = 1 (p) puis que
(p-1'=-1(p).

3. Ce résultat est-il encore vraipourp=2etp=37?

4. Réciproguement, soit p un entier (p = 2) tel que :
p-1=-1(p).

En raisonnant par I'absurde, montrer que p est premier.

5. En déduire le théoreme de Wilson : « Un entier naturel n
est premier si, et seulement si, (n - 1) ! + 1 est divisible par n ».
6. Application : montrer que 13 est premier a l'aide du
théoréme de Wilson.

Ce théoréme est-il judicieux comme test de primalité ?



m Ristournes

Un magasin informatique effectue trois remises successives
sur un ordinateur qui coGtait 300 € et qu'il vend alors
222,87 €.

Quels sont les pourcentages des trois remises sachant
qu'elles s'expriment avec des nombres entiers ?

EEH Tableau infini

On considere le tableau composé d’une infinité de lignes :
L,L,...L,...oulaligne L, est formée des termes de la
suite arithmétique de premier terme k(k + 1) et de raison
k+(k+1).

L 2 5 8 1 14
L 6 11 16 21 26
I, 12 19 26 33 40

Soit n un entier naturel non nul.

1. Montrer que n est dans le tableau si, et seulement si,

il existe k € N* et N € N tels que :
n=02k+1)N+k(k+1).

2. En déduire que (4n + 1) est premier si, et seulement si,

n n'est pas dans le tableau.

133 | Décomposition d’'un nombre

de 17 chiffres

Le nombre 333 667 est un nombre premier.

1. Décomposer 1001 001 en produit de facteurs premiers.

2.a) Calculer 112,111%,11112,

b) Conjecturer la valeurde 111 111 1112,

c) Démontrer cette conjecture.

3. Décomposer en produit de facteurs premiers, I'entier :
A=12345678987 654 321.

vers le supérieur

Nombre de Mersenne divisible par 343
1. Vérifier que (22" — 1) est divisible par 49.

2.5oitxeN et A=(1+x)7-(1-7x).

Montrer que le nombre A est divisible par x2.

3. En déduire que (2'¥ - 1) est divisible par 343.

EEH Décomposition impossible
1. On suppose qu'il existe des entiers naturels non nuls m
et ntels que:
(4m +3)(4n + 3) =4a* + 1.
a) Soit p un nombre premier divisant (4m + 3).
Montrer que p est impair et que : :
p-

(2a)P'=(-1) 2 (p).

b) A I'aide du théoréme de Fermat, montrer que p = 1 (4).
) En utilisant la décomposition de (4m + 3) en produit de
facteurs premiers, obtenir une contradiction.

2. Soit a = 1. Montrer que le nombre 4a? + 1 n'est pas
premier si, et seulement si, il existe des entiers naturels m
et n non nuls tels que :

402+ 1=4m+1)4n+1).

E3Le compte est bon
Combien faut-il de fleches pour faire un score de 100 points
sur la cible ?

17
24

Nombres de Carmichaél

Un nombre de Carmichaél est un entier n non
premier qui vérifie la propriété suivante :

« Pour tout entier a premier avec n, I'entier n
est un diviseur de (a" - a). »

1. a) Soit n = 561. Décomposer n en produit carmichaél
de facteurs premiers.

b) Vérifier que pour tout facteur premier p de

n, (p-1)divise (n—1).

c) En déduire que pour tout entier a premier avecn,ona:
a™ ' =1 (n) et que n est un nombre de Carmichaél.

2. Reprendre les mémes questions avec n =1 105.

3. En quoi ces deux exemples montrent que la réciproque
du petit théoreme de Fermat n'est pas vérifiée ?

5 < Nombres premiers
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n Nombres generant des nombres premiers
A » Les nombres de Mersenne
On appelle nombre de Mersenne, les nombres M, de la forme :
M, =2"-1avecn € N*
1. Calculer les six premiers nombres de Mersenne.
Quels sont ceux qui sont premiers ?
2. Soit n un entier naturel non nul et a un entier.
a) Montrer la factorisation standard :
a-1=(@-Na@ '+a"2+...+a+1).
b) En déduire que si d est un diviseur de n, M, est divisible par 29— 1.
3. Montrer que si M, est premier alors n est premier.
La réciproque est-elle vraie ?
Dans le cas o la réponse est négative, déterminer un contre-exemple.
4. Soit a et n deux entiers telsque:a=2etn= 2.
Montrer que si a" — 1 est premier, alors a = 2 et n est premier.
5. Dans le but de déterminer un nombre de Mersenne premier, on veut montrer que
si n est un nombre premier impair, alors tout diviseur premier p de M, est de la forme p = 2kn + 1.
Soit E I'ensemble des nombres s tels que 2° =1 (p).
Soit s, son plus petit élément.
a) On divise un élément s de E par s, :
s=s,g+ravecO=r<s,
Montrer que r=0.
b) En déduire que s, divise n puis que s, = n.
) A l'aide du petit théoréme de Fermat, montrer que n divise p - 1 puis que 2n divise p - 1.
En déduire la forme du diviseur premier p de M, .
d) Application : trouver un diviseur premier a M,.
(CRemarque
Le fait que les nombres de Mersenne génerent des nombres premiers est utile pour en déterminer de plus grands,
cependant on doit tester avec n premier si M est premier.
Le plus grand nombre premier connu en 2018 était Mg, .5 -, qui posséde plus de 24 millions de chiffres !
B » Les nombres de Fermat
1. a) Montrer que pour tout x € N et k € N*:
KT =+ D =T+ L+ —x+1).
b) Montrer que si m est impair alors, 2™ + 1 n'est pas premier.
c) Montrer que si m est un entier possédant un diviseur strict impair alors, 2™ + 1 est composé.
d) En déduire que les seuls nombres premiers de la forme 2™ + 1 sont de la forme 22" +1.
2. On appelle nombre de Fermat, un nombre noté F,_ tel que:
F =2* +Tavecn € N.
a) Calculer Fo FFy Fy et vérifier qu'ils sont tous premiers.
b) Fermat pensait que F; était également premier.
Qu’en pensez vous ?
On pourra utiliser un algorithme donnant la primalité d’'un nombre.
3. Vérifier que pour toutn € N :
F.,=(F -1)2+1.
En déduire PGCD(F,, F, ;)
4. Montrer par récurrence que tout nombre de Fermat pour n = 2 a une écriture décimale se terminant par 7.
J

-

158



wy .
TP T Communiquer
TICE __%ymin y

B Le systeme RSA Modéliser

Le nom du systéme de cryptage RSA provient des initiales des noms de ses inventeurs américains en 1977 : Ronald
Rivest (informaticien), Adi Shamir (informaticien) et Leaonard Adleman (mathématicien).

A » Arithmétique du systéme RSA

Soit p et g deux nombres premiers impairs distincts.

Onposen=pgetm=(p-1)(g-1)eton désigne par e un entier tel que: 1 < e < m avec e et m premier entre eux.
1. Montrer qu'il existe un entier d unique telque: 1 <d<meted=1(m).

2. Prouver que pour tout a € N, a® = a (n).

3.0n choisitp=3,g=11ete=7.Calculerd

B » Envoi d’'un message

Alice veut transmettre un message a Bob.

Pour cela Bob diffuse a tout le monde (donc a Alice) les nombres n et ¢ (clé publique).

[l garde pour lui les nombres p et g (clé privé) qui lui permettent de calculer d et déchiffrer un message.
Bob rend publique:n=33ete=7.

Alice veut transmettre a Bob le mot : SALUT.

Alice transforme les 5 lettres a I'aide du tableau :

A B © D E F G H | J K L M

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

N o P Q R S T U Vv w X Y zZ

13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

Alice code ensuite ces nombres avec la fonction « trappe » de Bob : b = fB(a) = ag® (n).
Ainsi pour la lettre S : a,=18- 187 = 6 (33), on obtient alors b1 =6.

1. Rentrer cette fonction en Python !r’ puis vérifier qu'Alice envoie a Bob les nombres suivants :
06-00-11-26-13.

2. Bob décode alors ces nombres avec sa fonction « trappe inverse » : a = f,”'(b) = b? (n)

Expliquer pourquoi cette fonction inverse permet de déchiffrer le message d’Alice.

3.Laclé privéedeBobestp=3etg=11.

Il recoit un deuxieme message d'Alice avec les nombres:14-20-08-12-02-09-00-01-11-16.

Rentrer la fonction inverse en Python " puis décoder le message d’Alice.

C » Authentification

Le but de cette partie est de montrer comment Bob peut étre sir de recevoir un message d'Alice.

Alice dispose également d'une clé publique (fonction trappe f,) et d’une clé privée (fonction trappe inverse f,”").
Alice envoie a Bob un message contenant :

e ce qu'elle a a lui dire,

e une double signature : A, fA‘T(A).

Comment Bob peut-il s'assurer que le message vient bien d'Alice ?

(CRemarque

La clé publique (n, e) permet donc a « tout public » de transmettre un message a Bob. La clé personnelle (p, g) n'est connue
que de Bob et lui permet d’étre le seul a pouvoir déchiffrer le message en calculant d.

La sécurité du systéme réside dans la construction de nombre premier p et g trés grands (300 chiffres) et la difficulté

de décomposer le nombre n en produit de 2 nombres premiers.

5« Nombres premiers
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PARTIE

€n 1736, Euler résout
le probléme des sept
ponts de Konigsberg.
€En 1771, Vandermonde
étudie le probléme

du cavalier dans ses
Remarques sur des

problémes de situation.

> [IETIET p. 238

3 Graphes
et matrices

Au xixe siécle, Cayley
est le premier a
multiplier des matrices
et Hamilton découvre
les quaternions. Ils sont
a l'origine du théoréme
de Cayley-Hamilton.
“ p. 237

En 1850, Sylvester
introduit le terme
« matrice ».

Il étudie les formes
quadratiques,

les invariants et
les déterminants.

g Dicomaths J A%

Mon parcours au lycée

Dans les classes précédentes... En Terminale...

« J'ai étudié les probabilités « Je vais découvrir les matrices

conditionnelles et certains algorithmes. et leurs applications notamment
en théorie des graphes.
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Chapitrea Introduction au calcul matriciel et aux graphes

Chapitreﬂ Chaines de Markov

En 1878, Frobenius donne la €n 1902, Markov €n 1929, le chiffrement de Hill permet de
premiére démonstration compléte introduit la notion (dé)chiffrer un message par bloc de deux
QU théoréme de Cayley-Hamilton. de chaine de Markov lettres. Par la suite, les chaines de Markov
A la méme époque, le afin de formaliser des constituent les prémisses du calcul
mathématicien Jordan problémes de cryptage, stochastique. Elles sont également liées
étudie les décompositions notion généralisée par en physique au mouvement brownien et
d’endomorphismes et leurs Kolmogorov en 1936. modélisent des processus en dynamique
équivalents matriciels. (7Y p. 239 des populations ou en épidémiologie.

4 Dicomaths J W£3:) = [CITINETA p. 239

Domaines professionnels

Un-e statisticien-ne étudie la dynamique des déménagements des personnes d’une région.

Un-e concepteur-trice de GPS utilise des algorithmes de théorie des graphes pour calculer des itinéraires.
Un-e organisateur-trice de tourisme optimise les trajets lors d’un circuit touristique.

Un-e ingénieur-e en télécommunication combine réseaux et intelligence artificielle pour optimiser

un systéme de communication.

Un-e chercheur-se dans le domaine de I'environnement étudie I'équilibre d’un écosystéme a travers
des systemes proie-prédateur.

Un-e expert-comptable peut utiliser les matrices pour étudier le bilan d'une société.




