Nombres
premiers

La magie du code RSA
e systéme RSA est un systéme de cryptage dont le nom provient lienmini.fr/maths-e05-01

des initiales de ses trois inventeurs (Rivest, Shamir et Adleman).
Ce systéeme permet, par exemple si vous étes en charge d’'une
banque, de communiquer avec tous vos clients avec le méme systéme
cryptographique. Chaque client posséde une clé publique avec laquelle
il code ses messages et vous une clé privée pour lire les messages
de vos nombreux clients.

Comment fonctionne le systeme RSA ? = TP 2 p. 159
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Connaitre les nombres premiers inférieurs a 100
1. Donner les 15 nombres premiers inférieurs a 50.
2. Donner les 10 nombres premiers compris entre 50 et 100.

Montrer qu’un nombre n’est pas premier

A l'aide des critéres de divisibilité par 3, 5 et 11 ou de la division par 7, montrer
gue les nombres suivants ne sont pas premiers.

a)57 b)9I1 c)143 d)265 e)341 £)427 g)319 h) 1581

Décomposer un nombre

Décomposer les nombres suivants en produit de facteurs premiers.

a)72 b) 98 c) 90 d) 91 e)97 f)121  g)128 h)225
Déterminer I'ensemble des diviseurs d’un entier

Donner tous les diviseurs des nombres suivants.

a) 24 b)36 «¢)45 d) 51 e) 63 f) 91

Définir la divisibilité a I'aide de la congruence
Traduire a I'aide des congruences les propositions suivantes.

a) n est divisible par 6. b) n est divisible par 3 et par 5.
) n est divisible par 4 et par 6. d) n est divisible par 6 et par 9.

() Traduire une proposition mathématique en francais usuel
Traduire par une phrase, sans utiliser le mot « congruence », les propositions
suivantes.

a)n=0(5).

b) sin=0(4) etsin =0 (5) alors n = 0(20).
c)Sin<25etsin#0(2),n#0(3),n % 0 (5) alors, n est premier.

d) Si p est premier et siab = 0 (p) alors,a =0 (p) ou b = 0 (p).

A

Comprendre un algorithme en langage Python
Que retourne cet algorithme pour fonct (154) ?

from math import *
def fonct(n)

d=2

c=1

L=[ ]

while d<=sqrt(n):
if n%d==0:
L.append (d)

n = n/d

else:

d=d+c

c=2

L.append (n)
return L
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n Découvrir le crible d'Eratosthéne

Eratosthéne de Cyréne, astronome, géographe, philosophe et mathématicien grec du ii° siécle
av. J.- C, a été le directeur de la bibliotheque d’Alexandrie et est connu notamment pour
avoir mesuré géométriquement la circonférence de la Terre en utilisant les rayons du Soleil.
En mathématiques, il invente un procédé, le crible d’Eratosthéne, permettant de trouver

une liste de nombres premiers.

A » Elaboration manuelle de la liste des nombres premiers inférieurs ou égaux a 150

On se propose de déterminer la liste des nombres premiers inférieurs a 150.
On utilise la méthode dites du crible d’Eratosthéne, un crible étant une sorte de tamis qui retient les nombres
premiers. On donne le tableau suivant.

11234 ,/5|6/|7 89|10

1111211314 15|16 |17 | 18|19 |20

2112212324 |25|26 2728|2930

31132 /33|34|35|36 3738|3940

41|42 |43 44 |45 |46 |47 | 48|49 |50

51|52 53|54|55|56 5758|5960

61|62 63|64|65|66 6768|6970

7117273747576 |77 |78 |79 80

81828384 |85|86|87|88|89]|90

91192 93|94 |95|96 |97 98|99 100

101/102/103|/104|105/106/107|108|109|110

111(112/113{114/115|116|117/118|119|120

1211122/123{124/125|126|127/128|129|130

131/132/133|134|135|136|137/138|139|140

141142/ 143|144|145/146|147|148|149|150

1. Rayer le nombre 1 et entourer le nombre 2. Rayer les multiples de 2 a partir de 4.

2. Entourer 3. Rayer les multiples de 3 a partir de 9 qui ne sont pas déja rayés.

3. Entourer 5. Rayer les multiples de 5 a partir de 25 qui ne sont pas déja rayés.

4. Entourer 7. Rayer les multiples de 7 a partir de 49 qui ne sont pas déja rayés.

5. Entourer 11. Rayer les multiples de 11 a partir de 121 qui ne sont pas déja rayés.

6. Entourer tous les nombres de la liste qui ne sont pas rayés. Vérifier qu'il y a 35 nombres entourés et qu'ils
correspondent aux nombres premiers inférieurs a 150.

B » Justification

1. Pourquoi est-on sdr, lorsqu'on entoure 7, que les multiples de 7 inférieurs a 49 sont déja rayés de la liste ?

2. Pourquoi est-on s{r, parmi les entiers naturels inférieurs ou égaux a 150, qu’une fois rayés tous les multiples
de 2a 11, tous les nombres non rayés sont premiers ?
\_ = Cours 1 p. 136 )
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B Generaliser le crible d’'Eratosthéne par un algorithme

On désire généraliser la méthode de l'activité 1 a une liste de nombres premiers inférieurs ou égaux a n et

automatiser ce procédé par une fonction en Python d'argument n. On appelle alors cette fonction crible
et la liste L. L'idée est, au lieu de rayer des nombres, de leur affecter la valeur 0 puis de les supprimer de la liste L.
On obtient la fonction ci-dessous. p
1. Que fait-on ala ligne 3 ? Programme e
. 1 from math import * lienmini.fr/maths-e05-03 &
2.Alaligne4: 2 def crible(n):
. - . 3 L=[i for i in range(0,n+1l)]
a) expliquer la borne supérieure du compteur i. p for i in range(2,int(floor (sqrt(n)))+l):
b) pourquoi applique-t-on le type int a cette | 5 if L[i]>=1:
borne? 6 for k in range(2,int(floor(n/i))+1):
7 L[i*k]=0
3. Expliquer ce que l'on fait aux lignes 5 et 6. 8 i=0
. . 9 while i<len(L):
_ ?
4. Que fait-on aux lignes 9,10, 11 7 10 if L[i]==0 or L[i]==1:
5. Expliquer les affectations aux lignes 8 et 13. | 11 L.remove (L[i])
12 else:
6. Que renvoie la fonction crible ? 13 i+=1
, 14 return L, len(L))
7. Exécuter ce programme et retrouver

le résultat pour n = 150 de l'activité 1.

= Cours 1 p. 136
J

Y
20§ min

B Determiner le nombre de diviseurs

Le but de cette activité est de déterminer tous les diviseurs d’'un entier donné a l'aide d’'une décomposition
en facteurs premiers.

1. Décomposer 567 en produit de facteurs premiers et vérifier qu'il existe deux entiers p et g tels que :
567 = p*q.
2. Pourquoi un diviseur de 567 est-il de la forme p°gPavecO0 < o< 4et0<B<1?
3. Remplir le tableau suivant.
X p° p' p? p3 p*
q°
q'
4. Donner alors I'ensemble des diviseurs de 567.
Combien 567 a-t-il de diviseurs ? Pouvait-on prévoir ce résultat ?

5. Proposer une autre méthode a partir de la décomposition en facteurs premiers permettant de déterminer
tous les diviseurs de 567.

6. a) Décomposer 735 en produit de facteurs premiers.
b) Peut-on prévoir le nombre de diviseurs de 735 ?
c) Vérifier ce résultat par la méthode de son choix.

7. Peut-on avoir un entier possédant un nombre impair, autre que 1, de diviseurs ?
Proposer un nombre possédant 3 diviseurs puis un nombre possédant 7 diviseurs.

“» Cours 3 p.138 et &4 p. 140 )

5« Nombres premiers
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Cours

a Définition et conséquences
Nombre premier

Un nombre premier est un entier naturel qui admet exactement deux diviseurs : 1 et lui-méme.

(CRemarques

* 1 n'est pas un nombre premier car il n'a qu'un seul diviseur : lui-méme.

* Un nombre premier p est un entier naturel supérieur ou égal a 2, soit p = 2.

* A part 2, tous les nombres premiers sont impairs.

¢ Il'y a 25 nombres premiers inférieurs a 100 :

2,3,5,7,11,13,17,19, 23,29, 31,37,41,43,47,53,59,61,67,71,73,79, 83, 89, 97.

* Si un entier naturel n = 2 n'est pas premier, il admet un diviseur strict d tel que 1 < d <n.

* Un entier naturel non premier est appelé nombre composé.

Critére d’arrét ou test de primalité

¢ Tout entier naturel n tel que n = 2 admet un diviseur premier.

e Si n n'est pas premier, alors il admet un diviseur premierp telque:2 <p =< Jn.

® Démonstration

Si n est premier, il admet un diviseur premier : lui-méme.

Si n n'est pas premier, 'ensemble D des diviseurs stricts de n (non premiers avec n) n'est pas vide.
D’aprés le principe du bon ordre, D admet un plus petit élément p.

Si p n‘était pas premier, il admettrait un diviseur strict d” qui diviserait aussi n et serait donc dans D.
Ceci estimpossible car p est le plus petit élément de D.

Donc p est premier. n admet donc un diviseur premier p doncp =2etn=pxqgavecp <gq.

En multipliant cette inégalité par p, on obtient :

p? < pg donc p? < nsoit p <+/n.

(CRemarque

Pour déterminer une liste de nombres premiers, on peut utiliser le crible d’Eratosthéne =» Activité 1.

Théoréme de Gauss appliqué aux nombres premiers
Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.

Si un nombre premier p divise le produit ab, alors p divise a ou p divise b.

Démonstration
) Exercice 50 p. 146

(CRemarques
* Si p premier divise une puissance d, alors p divise a.

¢ Si p premier divise un produit de facteurs premiers, alors p est I'un d'entre eux.
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=W Déterminer si un nombre est premier

Enoncé

Montrer que 419 est un nombre premier.

m o Conseils & Méthodes [N

Comme 20 <+/419 <21, on teste les diviseurs premiers inférieurs a 21 soit :
2,3,57,11,13,17 et 19. ﬂ

Il est utile de mémoriser les nombres
premiers inférieursa 50:2,3,5,7, 11,
13,17,19,23,29,31,37,41,43 et 47.

o D'aprés les critéres de divisibilité, 419 n'est pas divisible par 2, 3,5 et 11. :
o En effectuant les divisions euclidiennes, 419 n'est pas divisible par 7, 13, Pour montrer qu'un nombre n = 2
17 et 19 - .~ "est premier, on utilise la contraposée
419=7x59+6,  419=13x42+3, b ducritére darrét:
419=17x24 + 11, 419 =19%22 + 1 ¢ «Sinnepossede pas de diviseurs
¢ premiers inférieurs ou égaux a Jn
. alors nest premier. »

e D'apres la contraposée du critere d'arrét, 419 est un nombre premier. ﬂ

A vous de jouer ! [V

Démontrer que 317 est un premier. | ﬂ L'entier 437 est-il premier ?
) Exercices 39 a 46 p. 146

xN0de

<
2 Utiliser le théoréme de Gauss appliqué aux nombres premiers

Enoncé
Soit p un nombre premier supérieur ou égal a 5.

Montrer que p? - 1 est divisible par 3 et 8. En déduire qu'il est divisible par 24.

m B Conseils & Méthodes [

o Divisibilité par 3 :

p = 5 premier donc p n'est pas divisible par 3.

Les deux seuls restes possibles dans la division par 3 sont 1 et 2. ﬂ
p=13)=p*-1=12-1=0(3)
p=2QB)=p*-1=22-1=3=0(03)

Donc p? - 1 est divisible par 3.

ﬂ Dissociation des cas : penser
a analyser les différents restes.

ﬂ Factoriser et utiliser la parité.

ﬂ Pour le produit des diviseurs,
argumenter avec le corollaire
du théoréme de Gauss.

° DIVISIbI]Ité par 8. ®eescccccccscscscscscscsccccccccce

p = 5 premier donc p impair et p> = 1=(p - 1)(p + 1).

p—1etp + 1sont deux nombres pairs consécutifs donc I'un d’eux est divisible par 4.

Le produit (p — 1)(p + 1) est donc divisible par 8.

e 3 et 8 divise p> — 1 comme 3 et 8 sont premiers entre eux, d'apres le corollaire du théoréme de Gauss :
3 x 8 =24 divise p>- 1. ﬂ

A vous de jouer ! |l

@ Soit p un nombre premier supérieur a 3. “ p est un nombre premier supérieur a 5.
1. Quels sont les restes possibles dans la division par 12 ? 1. Montrer que (p* - 1) est divisible par 3 et 5.
2. Montrer que (p? + 11) est divible par 12. 2. Montrer que (p* — 1) est divisible par 16.

3. En déduire que (p* - 1) est divisible par 240.
) Exercices 47 a 50 p. 146
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Cours

e L'infinité des nombres premiers

Infinité des nombres premiers

Il existe une infinité de nombres premiers.

¢ Démonstration

Démonstration

7 74 )1 7,
Démontrons ce théoreme par I'absurde. e

Supposons quil existe un nombre fini n de nombres premiers:p,,p,, ..., p,.
SoitN=p, Xp,X...Xp,X...Xp +1.
*N=2etN=p, parconstruction donc N n'est pas premier.

* D'aprés le critere d'arrét, N admet un diviseur premier parmip,, p,, ..., p,.
* Soit p, ce diviseur premier.

p;diviseainsiNetP=p, xp,x...xp;x...xp, doncp.divise la différence N-P=1;
on en déduit alors que N=1.

» Ceci est contradictoire car N = 2.

Lhypothése qu'il existe un nombre fini de nombres premiers est donc a rejeter.

e Théoreme fondamental de l'arithmétique

Décomposition en facteurs premiers

Tout entier n = 2 peut se décomposer de fagon unique (a I'ordre des facteurs pres) en produit de facteurs
premiers.
Soit m nombres premiers distincts p,, p,, ..., p,, €t m entiers naturels non nuls o.;, o, ..., o, alors:

n=p X pyz XX pom.

® Démonstration

Montrons par récurrence que tout entier n = 2 admet une décomposition en facteurs premiers.
Initialisation : n = 2. Lentier 2 étant premier, il se décompose en lui-méme.

La proposition est initialisée.

Hérédité : soit n = 2, on suppose que tout entier jusqu’a n se décompose en facteurs premiers (hypothése
de récurrence). Montrons qu'il en est de méme pourn + 1.

* Soit n + 1 est premier, il se décompose alors en lui-méme.

* Soitn + 1 est composé, il admet alors un diviseur strictd = 2.Onaalorsn+1=dgavecd<netq=<n,
les facteurs d et g d'apres I'hypothése de récurrence se décomposent en facteurs premiers et donc par
produit n + 1 aussi.

La proposition est héréditaire.

Conclusion : par initialisation et hérédité, tout entier n = 2 admet une décomposition en facteurs
premiers.

(CRemarques

* Lorsque, dans un raisonnement par récurrence, on suppose, dans I'hérédité, la proposition vraie jusquau
rang n, on dit que la récurrence est forte.

* Pour montrer l'unicité a l'ordre des facteurs prés, on utilise également une récurrence forte.
On admettra I'unicité de cette décomposition.
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(résolus

2 Déecomposer un nombre en produit de facteurs premiers

Enoncé

1. Décomposer 16 758 en produit de facteurs premiers.

2. A l'aide d‘une décomposition en facteurs premiers, déterminer PGCD(126 , 735).

il solution

1. Tant qu’on peut diviser par un facteur premier, on ne passe pas

au suivant : ﬂet ﬂ

16738
8379
2793

931
133
19119
1

NN W w N

Onaalors: 16758 =2 x32x 72x 19.

2. On décompose chaque entiers en facteurs premiers

126 | 2 735 | 2
63 |3 245 | 5
213 49 (7
717 717
1 1
126 =2x32x7 735=3x5x7?

On obtient alors : PGCD(126,735) =3 x 7 = 21. ﬂ

(CRemarque

....... Conseils & Méthodes |

ﬂ Présenter la décomposition
avec une barre verticale et écrire
a droite les diviseurs premiers
et a gauche le quotient de la division
du nombre au-dessus a gauche
par celui au-dessus a droite.

ﬂTester les diviseurs premiers
dans l'ordre croissant jusqu’a obtenir 1
dans la colonne de gauche.

Apres avoir décomposer

chaque nombre, déterminer le PGCD
en multipliant tous les facteurs
premiers communs a la puissance

la plus petite.

Bien que cette méthode permette de calculer le PGCD, on lui préférera I'algorithme d’Euclide plus performant.

A vous de jouer ! |l.

E] 1. Décomposer en produit de facteurs B=S
premiers : 6 468 et 16 380.

2. En déduire PGCD(6 468, 16 380).

I 1. Déterminer PGCD(8 316, 5 670) a l'aide :
a) d'une décomposition en facteurs premiers.
b) de I'algorithme d’Euclide.

2. Quelle est la méthode la plus « économe » en opéra-
tions ?

1. Déterminer PGCD(5 455, 3 570) & laide :
a) d'une décomposition en facteurs premiers.
b) de l'algorithme d’Euclide.

2. Quelle est la méthode la plus « économe »

en opérations ?

n A l'aide d’'une décomposition en facteurs premiers,

déterminer le couple d'entiers naturels (a; b) tel que :
a_5292
b 5544

n 1. Expliquer

comment procéde

eta+b=903.

from math import*
def facteurs(n):

cette fonction facteurs L=[]

= d=2
en Python pour i=1
trouver la décomposi- while d<=sqrt(n):
tion en facteurs if n%d==0:
premiers de n. L.append (d)
2. Expliquer l'avant els?:n/d
derniére ligne : d=d+i
L.append (n). i=2

L.append (n)
return L

) Exercices 51 a 59 p. 146
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Cours

0 Decomposition et nombre de diviseurs

Décomposition et nombre de diviseurs

Soit un entier n = 2 dont la décomposition en facteurs premiers est :
n=p X pyz X...xprm.
Alors, tout diviseur d de n a pour décomposion :
d=pP xpb: x...xplr avecpourtouti€[1;m],0<B, <o,

Le nombre N de diviseurs de n est alors : N = (o, + 1)(ot, + 1)...(ct  + 1).

(CRemarque
Le nombre de diviseurs se déduit facilement car chaque puissance des facteurs primaires p, de n peut varier de 0
a o, llyadonc (1 + o) choix possibles.

Pour qu'un entier naturel n admette un nombre impair de diviseurs, chaque facteurs (1 + o) de N doit étre
impair, ce qui entraine que les puissances o sont paires. Le nombre n est alors un carré.

Exemples

©126=2x%32x7 posséde (1 + 1)(2+ 1)(1 + 1) = 12 diviseurs.
© 196 =22 x 72 posséde (2 + 1)(2 + 1) = 9 diviseurs (196 = 142).

e Petit theoreme de Fermat

LM Petit théoréme de Fermat

Soit un nombre premier p et un entier naturel a non multiple de p, alors : a?~' = 1 (p).
Si a est un entier naturel quelconque, on a:a? = a (p).

? Démonstration
Considérons les p — 1 premiers multiplesde a: g, 2a, 3q, ..., (p - 1)a.
Considérons les restes de la division de ces multiplesdeaparp:r,r,r,, ..., losr
* Ces restes sont deux a deux distincts.
En effet s'il existait deux restes identiques r,= raveci>j, alors:
ia—ja=r-r(p)=ali-j)=0(p)

donc (i - j)a serait multiple de p, qui d'apres le théoreme de Gauss appliqué aux nombres premiers,
impliquerait a ou (i — j) multiples de p, ce qui n'est pas le cas.
* Ces restes sont donc tous différents et commeiil y a (p - 1) multiples de g, on trouve ainsi tous les restes
non nuls possibles dans la division par p.
*Onaalors:

ax2ax..xXp-Na=rxr,Xx... Xr, P pP-NxaT=1x2x3x...x(p-1)=p-1!(p)
Soit (p - 1)!x (@*' - 1) = 0 (p) donc p divise (p - 1)! x (@' - 1).
Comme (p - 1)! est premier avec p car tous les facteurs de (p — 1)! sont inférieurs a p, d'aprés le théoreme de
Gauss, @' - 1 est alors un multiplede pdonc:a”'-1=0(p) < a”'=1 (p)
* En multipliant par a, on obtient: a” = a (p).
Cette derniére égalité reste vraie si a est multiple de p car alors a = 0 (p).

¢ 13 est premier et ne divise pas 4, donc d'aprés le petit théoréme de Fermat: 42 =1 (7).

I Exemples
¢ 11 est premier et ne divise par 5, donc d’aprés le théoréme de Fermat, 5" =5 (11).
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Enoncé

(résolus

1. Trouver le nombre de diviseurs de 120 a I'aide de sa décomposition en facteurs premiers.

2. A l'aide d‘un tableau double entrée et d’un arbre, trouver tous les diviseurs de 120.

il solution

1. 120 | 2
60 |2 120=23x3 x5
30 (2 On a alors 16 diviseurs :
153 B+1DA+1)(A+1)=16
5|5

1

2. On fait un tableau a double entrée en séparant
les puissances de 2 et les puissances de 3 et 5. ﬂ

X 2° 2 22 23
3050 1 2 4 8
BUSY 3 6 12 24
305! 5 10 20 40
315! 15 30 60 120

A vous de jouer ! |l

1. Trouver le nombre de diviseurs de 2 025 a l'aide
d’une décomposition en facteurs premiers.

2. A lI'aide d'un tableau double entrée, trouver tous les
diviseurs de 2 025.

yode

5a Appliquer le petit theoréme de Fermat

Enoncé

Montrer que pour tout n € N, 36" - 1 est divisible par 7.

i Solution

Le nombre de diviseurs est lié
ala décomposition en facteurs premiers.

Pour dénombrer les diviseurs avec un tableau
ou un arbre, répartir équitablement les choix.

On construit un arbre dont les coefficients sont
les puissances des facteurs premiers.
d

120

20 5 o 23

?0 ::5’:1 2/2\6 4/4\12 8/8\24
MAAAARAR

1 5 315210 6 304 201260 8 40 24120

1

m 1. Trouver le nombre de diviseurs de 1 575 a l'aide
d’une décomposition en facteurs premiers.
2. A l'aide d'un arbre pondéré, trouver tous les diviseurs
de 2 025.

) Exercices 60 a 65 p. 147

L Conseils & Méthodes [N

7 est premier et 3 non divisible par 7. Donc, d'aprés le petit théoréme Y ‘

de Fermat:37-'=1(7).
On a3 =1(7) donc en élevant a la puissance n :
By=1"7)3"=17)3"-1=0().

A vous de jouer ! |l

Soit p un nombre premier différent de 3.
Démontrer que pour toutn € N, 37+P - 37+1est divisible
par p.

Dés qu'il y a des puissances et un nombre
premier, il faut penser au petit théoréeme
de Fermat.

mSoitn eNeta=n>-n.

1. Montrer que a est divisible par 5.

2. Montrer que a =n(n? - 1)(n% + 1) puis que a est divisible
par 2 et 3. Pourquoi a est-il divisible par 30 ?

) Exercices 66 a 72 p. 147

5« Nombres premiers
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Déeterminer un entier conditionné par le nombre de ses diviseurs w cours 4 p. 140

Enoncé

Un entier naturel n posséde 15 diviseurs. On sait de plus que n est divisible par 6 mais pas par 8.

Quel est cet entier ?

il Solution

e L'entier n possede 15 diviseurs. On établit le nombre de décomposition

de 15 en produit de facteurs supérieurs a 1.

Deux décompositions sont possibles ; soit un facteur :15 ;
soit deux facteurs : 3 x 5.

premiers. Le nombre de diviseurs doit donc se décomposer en au moins

deux facteurs.

e Comme 15 se décompose au plus en deux facteurs, n ne posséde

que deux facteurs premiers primaires : 2 et 3.
Onaalorsn=2*x 3B avec (o0 + 1)(B + 1) = 15.

© Deux choix sont possibles pour le couple (o ; B) :
a+1=3 a=2 o+1=5 o=4

1) = 2) o
B+1=5  |B=4 B+1=3  |B=2

o Comme n n'est pas divisible par 8 = 23 alors o < 3.

© On sait que n est divisible par 6 = 2 x 3 qui posséde deux facteurs

® evccco ool conseils & MéthOdeS .........

Comme le nombre de diviseurs N

est égal au produit des puissances

plus un des facteurs premiers, dans

la décomposition de n, on cherche

a décomposer N en produit de facteurs.

ﬂ Chercher a réduire la décomposition de
N a l'aide des diviseurs de n.

Eliminer les différents choix a I'aide
contraintes de I'énoncé : ici n n'est pas
divisible par 8.

e Laseule solution estalorsoi=2 et =4;onaalorsn=22x3*=4x81=324.

A vous de jouer ! |l

o et B sont deux naturels et n = 2% x 3B,

Le nombre de diviseurs de n? est le triple du nombre de
diviseurs de n.

1. Prouver que (ot- 1)(B - 1) = 3.

2. Déduire les valeurs possibles pour n.

m L'entier parmi les nombres inférieurs ou égaux a 50
qui posséde le plus de diviseurs en possede 10.
Trouver cet entier.

m Parmi les nombres inférieurs ou égaux a 100, quatre
possédent 12 diviseurs.

1. Montrer qu'il existe quatre configurations pour un entier
de posséder 12 diviseurs.

2. Trouver ces quatre entiers inférieurs a 100 parmi ces
configurations.

On cherche le plus petit entier naturel n possedant
8 diviseurs.

1. Montrer qu'il existe trois configurations pour un entier
de posséder 8 diviseurs.

2. Tester ces trois configurations et en déduire la solution
du probléme.

Un entier naturel n possede 21 diviseurs.
On sait de plus que n est divisible par 18 mais pas par 27.
Quel est cet entier ?

m o et B sont deux naturels et n = 2% x 38,

Le nombre de diviseurs de 18n est le double du nombre
de diviseurs de n.

1. Montrer que : 18n =2+ x 38+2,

2. Montrer alors que a/(f - 1) = 4.

3. Déduire les valeurs possibles pour n.

m Parmiles nombres inférieurs ou égaux a 200, un seul
posséde 18 diviseurs.

1. Montrer qu'il existe quatre configurations pour un entier
de posséder 18 diviseurs.

2. Trouver cet entier inférieur a 200 parmi ces
configurations.

) Exercices 73a 79 p. 148



| O Exos 4 Les rendez-vous
Méthodes =
Lienmini.fr/maths-e05-04 S esd math

50de
5 Travailler modulo p avec p premier > Cours 5 p. 160

Enoncé
Soit p un nombre premier et g, b, n des entiers relatifs.
1. Montrer que si na = nb (p) avec n # 0 (p) alors :
a=b(p).
2. Montrer que si a est premier avec p et si n est un multiple de p - 1 alors :
a"=1 (p).
3. Montrer que si a est premier avec p alors il existe un entier b tel que :
ab =1 (p).
En déduire que tout entier a non nul inférieur a p posséde un inverse inférieur a p modulo p.

i Solution OO Conseils & Méthodes SRR

1.na=nb (p) < na-nb=0(p) = n(b-a)=0(p). ﬂ
p divise n(b — a) et comme n # 0 (p), p ne divise pas n
p est alors premier avec n et donc, d'aprés le théoréme de Gauss,
p divise (a - b). ﬂ
a-b=0(p)=a=b(p)
2.n=k(p-1)aveck € Z.
Comme a est premier avec p, a n’est pas un multiple de p, ﬂ

ﬂ Attention, on ne peut pas diviser
généralement avec les congruences.

ﬂ Revenir a la définition de la congruence
pour argumenter.

ﬂ Penser au théoreme de Fermat.

ﬂ Compeatibilité des congruences

avec la puissance.
d'aprés le petit théoréme de Fermat : u . P ]

ORI ERRATELE || T NIerrrerrereee.
o = 1) = (@ = 1)

=dP-V=qg"=1(p)
3. Sip est premier alorsp = 2 etdoncp-2=0.

Comme a est premier avec p, a n'est pas un multiple de p,
d’aprés le petit théoréme de Fermat :

P '=1(p)eaxa?=1(p)

donc il existe b = aP~2 tel que ab = 1 (p).

Si a est non nul et inférieur a p, alors a est premier avec p.
Il existe alors un réel b = aP2 (p) tel que ab = 1(p).

Soitr le reste de la division de b par p, le reste r est inférieur a p.
On a alors ar = 1(p).

(CRemarque
On vient de montrer que tout entier non multiple de p admet un inverse modulo p avec p premier.

Il est alors possible de diviser par un entier non nul dans la congruence modulo p.

A vous de jouer ! |l.

Soit a un entier naturel pair non nul. m Soit N un entier supérieur ou égal a 2 et a un entier
Soit p un nombre premier divisant a® + 1. naturel pair non nul.

1. Montrer que p est de la forme 4n + 1 ou 4n + 3. On posea=N!

2.0n suppose que p est de la forme 4n + 3. 1. Montrer qu'il existe un nombre premier p divisant (@ + 1).
a) Montrer que p ne divise pas a. 2. En utilisant le résultat de I'exercice précédent :

b) Montrer que (a*)"x a’*= 1 (p). a) montrer que p > 1.

c) En déduire une contradiction. b) Justifier alors qu'il existe une infinité de nombres
3. Conclure. premiers p de la forme 4n+ 1.

) Exercices 80 a 81 p. 148
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apprendre a démontrer

(PR TSR T a Infinité des nombres premiers

Il existe une infinité de nombres premiers.

© On utilisera un raisonnement par l'absurde.

» Comprendre avant de rédiger

Démonstration
lienmini.fr/maths-e05-05

s SoHIG l

* Quand on veut montrer qu’une propriété P est vraie par un raisonnement par I'absurde, on suppose que P est

fausse et I'on montre alors qu’on obtient une contradiction.

» Supposons qu'il n'existe que trois nombres premiers : 2, 3 et 5. On forme un entier n qui est le produit de ces trois

nombres premiers auquel on ajoute 1:n=2x3x5+1=31.

e D'aprés le théoréme fondamental de I'arithmétique, 31 doit se décomposer de facon unique en produit de
puissances de 2, 3 et 5. Ce n'est bien s(r pas le cas. Il y a donc une contradiction.

» Rédiger
Etape @

On prend les nombres pre-
miers dans l'ordre croissant
p,=2,p,=3,p,=>5etainside
suite jusqu’au dernierp .

L'unicité de la décomposition
est obtenue en ordonnant
les facteurs premiers du plus
petit au plus grand.

Etape @

On forme un entier N produit de tous les nombres premiers

La démonstration rédigée

On suppose qu'il existe un nombre fini de
nombres premiers :

PP P3i -1 Py

On pose :
N=p,Xp,Xp;x...xp +1.

auquel on ajoute 1.

Etape o a [l existe au moins un nombre premier
. N p, dans la décomposition de N, donc p,
D’apres le théoréme , . . divi
Clest possible car on a pris ivise N.

fondamental de I'arithmétique,
N se décompose en produit de
facteurs premiers.

les n premiers nombres
dans I'expression de n.

p, divise N et le produit de tous

Etape @ % les nombres premiers

Si un entier divise a et b, cet entier divise la différence a - b. P=pyxp,xp;x...Xp,
p, divise donc la différence : N-P = 1.

Etape @ =) Onendéduitalorsque N=1.
1 n’a qu’un seul diviseur positif lui-méme.
n possede au moins le facteur 2 donc il est supérieur a 3.

Etape @ % Contradiction, donc I'hypothése de

Par construction N = 2 départ est fausse. Il y a un nombre infini

de nombres premiers

» Pour s'entrainer

Montrer lirrationnalité de v/2 par I'absurde.

On rappelle qu'un nombre rationnel x peut s'écrire x = P avec PGCD(p,q) =1.
q
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