O DIAPORAMA EEE

Calculs et automatismes %
lienmini.fr/maths-04-05 [=] i

E) pGeD

Déterminer de téte et a I'aide des regles de divisibilité :
a) PGCD(12, 42) b) PGCD(45, 105)
c) PGCD(92, 69) d) PGCD(72, 108)

El] Résoudre un probléme

1. Sur un vélodrome, deux cyclistes partent en méme
temps d’'un point M et roulent a vitesse constante. Le
coureur A boucle le tour en 35 secondes et le coureur B
en 42 secondes.

Au bout de combien de secondes le coureur A aura-t-il un
tour d'avance sur le coureur B ?

[a]7 [B]175

[c]210 [d] 420

2. 0n veut découper un rectangle de 24 cm sur 40 cm en
carrés sans perte. Quel peut étre le coté du carré ?

[a]6cm [6]8 cm
[c]10cm [d]120 cm

Propriétés du PGCD

Sachant que PGCD(426 , 144) = 6, déterminer de téte :
a) PGCD(852, 288) b) PGCD(142, 48)

c) PGCD(426, 6) d) PGCD(- 144, 426)

EX Algorithme d’Euclide

Méthode Comment faire pour déterminer les PGCD suivants
en utilisant I'algorithme d’Euclide ?

a) PGCD(78, 108) b) PGCD(202, 138)

EE] Quotients et algorithme d’Euclide

L'affirmation suivante est-elle vraie ou

. \")
fausse ? Justifier.
Les quotients successifs (comprenant la der- [ [
niere division de reste nul) de I'algorithme
d’Euclide appliqué aux entiers 644 et 345 sont :
1,1,5, 2.

m

Nombres premiers entre eux (1)

Les affirmations suivantes sont-elles vraies

ou fausses ? Justifier. v F
a) PGCD (144, 840) = 12. O O
b) 441 et 277 sont premiers entre eux. O O

ES Nombre premiers entre eux (2)

1. Méthode Comment faire pour montrer que, pour tout
entier n non nul, les entiers 4n + 1 et n sont premiers entre
eux?

2. En est-il de méme avec4netn+17?

EXErcices ( calculs et automatis

EE Identité et théoreme de Bézout

Les affirmations suivantes sont-elles vraies

ou fausses ? Justifier.

a) Si a et b sont premiers entre eux, alors il [] O
existe un couple d’entiers relatifs (u, v) tel que :
au+bv=2.

b) S'il existe une combinaison linéairedeaet [ []
de b telle que au + bv =2, alors PGCD (g, b) = 2.

V F

Divisibilité

Choisir la(les) bonne(s) réponse(s).

Un entier est divisible par 6 et 35. Son plus grand divi-
seur est :

[a]35 [b]42

[c]70 [d]210

Un entier est divisible par 6 et 15. Son plus grand divi-
seur est:

[a]30 [b] 45
[c]60 [d]90
m Théoréme de Gauss

En utilisant le théoréme de Gauss, déterminer les couples
dentiers relatifs (x; y) qui vérifient les équations suivantes.
1.5(x+3)=4y 2.41x+9y=0

EL) Equation a solution entiére

1. Trouver un couple d'entier relatif (x; y) qui vérifie 'équa-
tion:7x+5y=1.

2. Méthode Comment a partir de ce couple solution en
trouver un deuxiéme ?

Existence de solution

Les affirmations suivantes sont-elles vraies
ou fausses ? Justifier.

a) Léquation : 37x + 25y = 1 admet des solu-
tions entieres.

b) L'équation : 51x + 39y = 1 n'admet pas de
solution entiére.

¢) Léquation 51x+ 39y = 2016 n'admet pas de
solution entiére.

O O O <
O O O =

Théorémes de Bézout et Gauss

Choisir la(les) bonnes réponse(s).

Soit a et b deux entiers naturels non nuls.

[a] Si a divise bc et si a ne divise pas b alors a divise c.
[B] Si b et c divise a alors bc divise a.

[<] Les nombres a et 2a + 1 sont premiers entre eux.
[d] Les nombre 3b et 2b + 1 sont premiers entre eux.
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d'application

$30de  xn0de

UtiliserlePGCD B A, 109
Déterminer les couples d’'entiers naturels (a; b) tels
que:

PGCD(a, b) =18 eta+ b= 360.

Trouver les entiers naturels a et baveca < b tels que :
ab=7776 et PGCD(a, b) = 18.

En un point donné du ciel, un astre A apparait tous les
28 jours et un astre B tous les 77 jours. Sachant que les deux
astres sont déja apparu simultanément en ce point, avec
quelle périodicité les verra-t-on dans cette configuration ?

Une boite parallélépipédique rectangle de dimensions
intérieures 31,2 cm, 13 cm et 7,8 cm est entierement remplie
par des cubes a jouer dont l'aréte est un nombre entier de
millimetres.

Quel est le nombre minimal de cubes que peut contenir
cette boite ?

T3 4 et b sont deux entiers naturels Algo
non nuls tels que a > b.

1. Démontrer que PGCD(a, b) =PGCD(a- b, b).

2. Calculer les PGCD des entiers suivants par cette méthode,
répétée autant de fois que nécessaire.

a) 308 et 165 b) 735 et 210

3. Compléter cette fonction en Python permettant de
déterminer PGCD(a, b) par cette méthode, les nombres a
et b nétant pas ordonnés.

def pged(a,b):
while ..:

return ..

Soit n un naturel non nul.

Onposea=5n+Tetb=2n-1.

On note D =PGCD(a, b).

1. Démontrer que les valeurs possibles de D sont 1 ou 7.

2. Déterminer les entiers n tels que :
a=0(7)etb=0(7).

3. En déduire, suivant les valeurs de n, la valeur de D.

L1} Soit n un naturel non nul.
Onpose:a=3n+1etb=5n-1.

1. Montrer que PGCD(a, b) est un diviseur de 8.
2. Pour quelles valeurs de n, PGCD(a, b) =87

Appliquer -
........................................ A pm
Utiliser I'algorithme d’Euclide pour trouver :

a) PGCD(4 935, 517)

b) PGCD(2 012, 7 545)

c) PGCD(18 480, 8 745)

m Les entiers suivants sont-ils premiers entre eux ?
a) 4 847 et 5 633
b) 5617 et 813

m Soit a et b deux entiers naturels non nuls tels que :
PGCD (a,b)=7.

La derniére division de reste nul étant écrite, les quotients

successifs de l'algorithme d’'Euclide sont:3;1;1; 3.

Quelles sont les valeursdeaetb ?

m Soit a et b deux entiers naturels non nuls tels que :
PGCD (a,b)=15.

La derniére division de reste nul étant écrite, les quotients

successifs de l'algorithme d’'Euclide sont:2;4;1;3; 2.

Quelles sont les valeursdeaetb ?

E Sion divise 4 294 et 3 521 par un méme entier positif,
on obtient respectivement comme reste 10 et 11.
Quel est ce diviseur ?

Déterminer un couple e
r . - @)
dentiersdeBézout e
Montrer que 17 et 40 sont premiers entre eux puis
déterminer un couple d'entiers relatifs (x; y) tel que:

17x-40y=1.

E Montrer que 23 et 26 sont premiers entre eux puis
déterminer un couple d'entiers relatifs (x; y) tel que:
23x-26y=1.

m Montrer que 221 et 331 sont premiers entre eux puis
déterminer un couple d'entiers relatifs (x; y) tel que:
221x-331y=1.

=14| 1. Déterminer PGCD(58, 24) a l'aide de I'algorithme
d’Euclide.
2. En déduire un couple dentiers relatifs (x; y) tel que:
58x-24y=2.

m La proposition suivante est-elle vraie ou fausse ?
Justifier.

« S'il existe deux entiers relatifs u et v tels que au + bv =5
alors PGCD(a, b) =5.»

m Démontrer que, pour tout relatif k, (7k + 3) et 2k + 1)
sont premiers entre eux.



d'application

m Démontrer que, pour tout entier naturel n, (7n + 4)
et (5n + 3) sont premiers entre eux.

Démontrer que pour tout entier relatif n, les entiers
(14n + 3) et (5n + 1) sont premiers entre eux. En déduire :
PGCD(87; 31).

n
m Prouver que la fraction hi est irréductible pour
n

tout entier naturel n.

. 2n+1
m Prouver que la fraction

] est irréductible pour
tout entier naturel n. n(n+1)

Déterminer a et b tels que :
n2-3+@n+b)n-2)=1.

n
Que peut-on déduire pour la fraction ?

. n+n
m Prouver que la fraction
2n+1

tout entier naturel n.

est irréductible pour

B . Démo
m Démontrer le corollaire

du théoreme de Bézout : « €quation ax + by = ¢ admet
des solutions entieres si, et seulement si, ¢ est un multiple
PGCD(a, b) ».

On raisonnera par double implication.

L'équation 6x + 3y = 1 admet-elle des solutions ? Et
I'équation 7x+ 5y=17?

Appliquer N

le théoreme de Gauss 8 *@ p. 15
1. Déterminer les couples d'entiers relatifs (a; b) tels
que:29a-13b=0.

2. Vérifier que le couple (11 ; 24) est solution de I'¢quation
(E):29x-13y=7.

En déduire les couples (x; y) solutions de (E).

m On considére dans un repére, les points

A(7;2) et B(-3;-4).

1. Montrer qu'un point M(x; y) appartient a la droite (AB)
si3(x-7)=5(@-2).

2. En déduire I'ensemble des points a coordonnées entiéres
appartenant a la droite (AB).

Un joueur a totalisé

200 points en langant sur une
cible 25 fléchettes.

La cible possede 3 zones qui rap-
portent respectivement 0 ; 5 et
12 points.

1. Montrer que le nombre de
fléchettes qui ont atteint la zone
a 12 points est divisible par 5.
2. En déduire la répartition des fléchettes dans les différentes
zones.

Résoudre une équation o
diophantienne M6
Soit I'équation (E) : 3x-4y=6.

1. Déterminer une solution particuliére a (E).

2. Déterminer I'ensemble des solutions entieres.

Soit I'équation (E) : 13x-23y=1.

1. Déterminer une solution particuliere a (E) en utilisant
I'algorithme d’Euclide.

2. Déterminer I'ensemble des solutions entieres.

1. Déterminer I'ensemble des couples d’entiers relatifs
(x, ), solutions de I'équation (E) : 8x - 5y=3.

2. Soit m un nombre entier relatifs tel qu'il existe un couple
(p; q) de nombres entiers vérifiant:m=8p+1etm=>5q + 4.
Montrer que le couple (p; g) est solution de I'équation (E).
3. Déterminer le plus petit de ces nombres entiers m supé-
rieurs a 2 000.

1. On considére l'équation (E) a résoudre dans 72 :
7x-5y=1.

a) Vérifier que (3 ; 4) est solution de (E).

b) Déterminer les couples solutions de (E).

2. Une boite contient 25 jetons, des rouges, des verts et des

blancs. Sur les 25 jetons il y a x jetons rouges et y jetons verts.

Sachant que 7x -5y =1, quels peuvent étre les nombres de

jetons rouges, verts et blancs ?

1. Lisa veut mesurer une durée de 2 minutes avec
deux sabliers, 'un mesurant une durée de 11 minutes
et l'autre une durée de 5 minutes.

Expliquer comment Lisa doit procéder.

2. Est-il possible pour Lisa de mesurer toute durée entiére
de d minutes avec ces deux sabliers ?

On veut résoudre le systéme suivant dans Z.

x=1(011)

S):

x=3(4)
1. Montrer que résoudre ce systéme revient a résoudre
I'équation

(E):1TTu-4v=2

ou u et v sont des entiers relatifs.

2. Résoudre I'équation (E).
3. En déduire les solutions de (S).

4 - PGCD, théorémes de Bézout et de Gauss
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d'entrainement

................................................

Trouver les entiers naturels a et b tels que :
ab-b?=2028 et PGCD(a, b) =13.

7£:3] 1. Déterminer 'ensemble des entiers naturels n tels
que PGCD(2n +3,n) =3.
2. En déduire I'ensemble des entiers naturels n tels que
PGCD(2n+3,n)=1.

Résoudre les systémes suivants, x, y € N.
{xy=1512 b) {xy=300
PGCD(x, y)=6 PGCD(x, y)=5
On donnera la réponse sous forme de tableau.

Recherche de PGCD

..................................................

m Soit n un entier naturel.
Onposea=9n+4etb=2n+1.
Montrer que a et b sont premiers entre eux.

Soit n un entier naturel.
Onposea=n+4etb=3n+7.

Déterminer PGCD(a, b) suivant les valeurs de n.
m Soit a et b deux entiers premiers Algo
entre eux. La fonction bezout programmée en

Python # permet de trouver les entiers u et v tels que :

v=int ((1l-a*u) /b)
return u,v

au+bv=1.
1 def bezout(a,b):
2 r=0
3 u=0 A ExE
4 while r!=1: Programme i g
5 u=u+1l lienmini fr/maths-e04-06 00}
6 r=a*u%b
7
8

1. a) Expliquer la condition de la ligne 4.

b) Pourquoi le calcul de la ligne 6 suppose que b soit positif ?
2. Que fait la fonction int () alaligne7?

3. Modifier cet algorithme pour qu'il puisse calculer les
entiers u et v lorsque le signe de b est quelconque.

4. Faire fonctionner cet algorithme pour les couples (a; b)
suivants.
a) (37;15)

Travailler l'oral

En montagne, un randonneur a effectué des réser-
vation dans deux types d’hébergement :

I'hébergement A et I'hébergement B.

Une nuit en hébergement A colte 24 € et une nuit en
hébergement B colite 45 €.

b) (11;-24)

m Soit n un entier relatif.
A=n-1etB=n?>-3n+6.
1. Démontrer que le PGCD de A et de B est égal au PGCD
de Aetde4.
2. Déterminer, selon les valeurs de I'entier n, le PGCD de A
etdeB.
3. Pour quelles valeurs de I'entier relatif n, n # 1 a-t-on :
n*>-3n+6 c77
n-1

Théoreme de Gauss
Soit a et b deux rationnels non nuls tels que a + b et
ab sont des entiers.

p p
On pose alors a = q_1 etb= q—z fractions irréductibles avec
1 2
q,>0etg,>0.
1. Montrer que g, divise g,.
2. En déduire que g, = q,.
3. Prouver alors que a et b sont des entiers.

m Cinq entiers naturels a, b, ¢, d, e sont cinq termes
consécutifs non nuls d'une suite géométrique de raison
g > 1 et telle que g est premier avec a. On sait de plus que
6a’=e-b.

1. Montrer que : 6a = q(q> - 1).

2. Montrer que g divise 6 puis déterminer les valeurs pos-
sibles pour g.

3. En déduire les valeursde a, b, ¢, d et e.

Montrer la rationalité
dunnombre B
Soit p € Z et g € N premiers entre eux.

Soit fle polynéme : fix) = 2x3 + 5x2 + 5x + 3.

1. Montrer que si P est une racine de falors p divise 3 et
q divise 2.
2. Déduire que fadmet deux solutions rationnelles.

Soit fle polynéme :

filx) =x* - 4x3 - 8x2 + 13x+ 10.
1. Montrer que si f(x) = 0 admet une solution rationnelle o
alors o est un entier.
2. Montrer que si o est une solution entiére de f(x) = 0 alors
o divise 10.
3. Trouver les racines entieres éventuelle de f(x) = 10.

I se rappelle que le colit total de sa réservation est de 438 €.
On souhaite retrouver les nombres x et y de nuitées passées
respectivement en hébergement A et en hébergement B.
Proposer une solution algorithmique et une solution
arithmétique.



EL)] Bézout et Gauss. Vrai ou faux ?

Pour chacune des trois propositions, indiquer si elle est
vraie ou fausse et donner une démonstration de la réponse
choisie.

a) Proposition 1 Pour tout n € N, 3n et 2n + 1 sont pre-
miers entre eux.

b) Soit S I'ensemble des couples (x; y) d'entiers relatifs
solutions de I'¢quation 3x -5y = 2.

Proposition 2 Lensemble S est I'ensemble des couples
(5k-1;3k-1) ol k est un entier relatif.

c) Soit a et b deux entiers naturels.

Proposition 3 S'il existe deux entiers relatifs u et v tels que
au + bv =2 alors le PGCD de a et b est égal a 2.

Eld cometes

A ®» Ensemble S

On appelle S I'ensemble des entiers relatifs n vérifiant le
systéeme:

n=6(12)

1. Recherche d'un élément de S.

On désigne par (u; v) un couple d'entiers relatifs tel que
19u+12v=1.

a) Justifier I'existence d'un tel couple (u; v).

b) On pose n;=6 x 19u+ 13 x 12v.

Démontrer que n, appartienta S.

) Donner un entier n, appartenantaS.

2. Caractérisation des éléments de S.

a) Soit n un entier relatif appartenant a S.

Démontrer que n-n,=0(228).

b) En déduire qu'un entier relatif n appartient a S si et

seulement si n peut s'écrire sous 1a forme n = -6 + 228k

oU k est un entier relatif.

{ns13(19)

B » Application

La comete A passe tous les 19 ans et apparaitra la prochaine
fois dans 13 ans.

La comeéte B passe tous les 12 ans et apparaitra la prochaine
fois dans 6 ans.

Dans combien d'années pourra-t-on observer les deux
cometes la méme année ?

En Pompon et manege

1.0n considere I'équation (E) : 17x-24y =9 ou (x, y) estun
couple d'entiers relatifs.

a) Vérifier que le couple (9; 6) est solution de I'équation (E).
b) Résoudre I'équation (E).

2. Dans une féte foraine, Pablo s’installe dans un manege
circulaire représenté par le schéma ci-dessous.

Il peut s'installer sur I'un des huit A
points indiqués sur le cercle. Le '
manege comporte un jeu qui
consiste a attraper un pompon qui
se déplace sur un cable formant
un carré dans lequel est inscrit le @
cercle. Le manége tourne dans le

sens des aiguilles d’'une montre, a é
vitesse constante. Il fait un tour en

24 secondes. Le pompon se déplace dans le méme sens a
vitesse constante. Il fait un tour en 17 secondes. Pour gagner,
Pablo doit attraper le pompon, et il ne peut le faire qu'aux
points de contact qui sont notés A, B, C et D sur le dessin.
Alinstant t = 0, Pablo part du point H en méme temps que
le pompon part du point A.

D+ 18

a) On suppose qu'a un certain instant t Pablo attrape le
pompon en A. Il a déja pu passer un certain nombre de
fois en A sans y trouver le pompon. A l'instant t, on note yle
nombre de tours effectués depuis son premier passage en
A etxle nombre de tours effectués par le pompon. Montrer
que (x; y) est solution de I'équation (E) de la question 1.
b) Pablo a payé pour 2 minutes ; aura-t-il le temps d'attraper
le pompon ?

c) Montrer qu'en fait il nest possible d’attraper le pompon
qu’au point A.

l‘ @EI!E)GBEIEEBQ On pourra montrer que si l'on attrape le
pompon respectivement au point B, C et D, le couple (x; ))
doit vérifier respectivement les équations : 68x - 96y = 43,
34x - 48y = 25, 68x ~ 96) = -39.

d) Pablo part maintenant du point E. Aura-t-il le temps
d‘attraper le pompon en A avant les deux minutes ?

4 - PGCD, théorémes de Bézout et de Gauss
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ER suite

Soit (u,) la suite définie pour n € N par:
u,=0etu,,,=4u +1.

1.a) Calculeru,, u, et u,.

b) Montrer que pourn € N, u, ,, et u, sont premiers entre

eux.

2.0n pose pourn € N :

1
Vn=un+§'

a) Montrer que (v,) est une suite géométrique.

b) En déduire I'expression de v, puis celle de u, en fonction
den.

3. Calculer PGCD(4™" - 1,4"-1).

EE) codage
A chaque lettre de I'alphabet on associe, d'aprés le tableau
suivant, un nombre entier compris entre 0 et 25.

A B C D E F G H |
0 1 2 3 4 5 6 7 8
J K L M N o P Q R
9 10 1 12 13 14 15 16 17
S T U v w X Y yA
18 19 20 21 22 23 24 25

On définit un procédé de codage de la facon suivante.
Etape 1
On choisit deux entiers naturels p et g compris entre 0 et 25.
Etape 2
A la lettre que l'on veut coder, on associe l'entier x corres-
pondant dans le tableau ci-dessus.
Etape 3
On calcule I'entier y défini par les relations :
y=px+q0(26)et0 < y=<25.
Etape 4
A l'entier y, on associe la lettre correspondante dans le
tableau.
1.0n choisitp=9etg=2.
a) Démontrer que la lettre V est codée par la lettre J.
b) Citer le théoreme qui permet d'affirmer l'existence de
deux entiers relatifs u et v tels que : 9u + 26v =1.
Donner sans justifier un couple (u; v) qui convient.
c) Démontrer que :
y=9x+2(26) & x=3y+20(26).
d) Décoder la lettre R.
2.0n choisit g =2 et p estinconnu.
On sait que J est codé par D. Déterminer la valeur de p (on
admettra que p est unique).
3.0n choisitp=13etg=2.
Coder les lettres B et D.

Que peut-on dire de ce codage ?
D’aprés Bac Antilles-Guyane 2015

Casser un code

A chaque lettre de I'alphabet, on associe un entier n comme
a l'exercice précédent. On choisit 2 entiers a et b compris
entre 0 et 25. Tout entier n compris entre 0 et 25 est codé
par le reste de la division de an + b par 26.

Le tableau suivant donne les fréquences f en pourcentage
des lettres utilisées dans un texte écrit en francais.

A B C D E F G H |

942 | 1,02 | 264 | 338 | 1587 | 094 | 1,04 | 0,77 | 8,41

J K L M N o P Q R

089 | 000 (533|323 | 714 | 513|286 | 1,06 | 646

S T U Vv w X Y Z

790 | 7,36 | 6,24 | 215 | 0,00 | 0,30 | 0,24 | 0,32

A » Un texte écrit en francais et suffisamment long a été
codé selon ce procédé. L'analyse fréquentielle du texte codé
amontré qu'il contient 159 % de O et 9,4 % de E.
On souhaite déterminer les nombres a et b qui ont permis
le codage.
1. Quelles lettres ont été codées par O et E ?
2. Montrer que les entiers a et b sont solutions du systeme
4a+b=13(26)
b=4(26)
3. Déterminer tous les couples d'entiers (a ; b) ayant pu
permettre le codage de ce texte.
B ® 1.0n choisita=22etb=4.
Coder les lettres K et X. Ce codage est-il envisageable ?
2.0n choisita=9etb=4.
a) Montrer que pour tousn,m & N,on a:
m=9n+4(26) < n=3m+ 14 (26).

b) Décoder le mot NBELLA.
D’aprés Bac Polynésie 2017

EE Théoréme des restes chinois
On se propose de déterminer 'ensemble S des entiers relatifs
n vérifiant le systeme:

n=9(17)

n=3(5)
1. On désigne par (u; v) un couple d'entiers relatifs tel que

17u+5v=1.

a) Justifier I'existence d'un tel couple (u; v).
b) On pose n; =3 x 17u+ 9 X 5v.
Démontrer que n, appartient a S.
) Donner un entier n, appartenanta S.
2. a) Soit n un entier relatif appartenant a S.
Démontrer que n-n, =0 (85).
b) En déduire qu'un entier relatif n appartient a S si, et
seulement si, n peut s'écrire sous la forme n =43 + 85k ou
k est un entier relatif.
3. Application : Assa sait quelle a entre 300 et 400 jetons. Si
elle fait des tas de 17 jetons, il lui en reste 9. Si elle fait des
tas de 5 jetons, il lui en reste 3. Combien a-t-elle de jetons ?
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CONTINU

Algorithme d’Euclide

Soita, b € 7*.

Lensemble des diviseurs communs a a et b
admet un plus grand élément d, appelé plus
grand commun diviseur noté PGCD(a, b).

Propriétés
* PGCD(ka, kb) = kPGCD(a, b)
* Sibdivise a alors PGCD(a, b) = |b|

e aget bsont premiers entre eux si,
et seulement si, PGCD(a, b) = 1

Soita, b € N et b ne divise pas a.
a=bqg + ralors PGCD(a, b) = PGCD(b, r)

Les divisions successives des diviseurs par
le reste des divisions précédentes finissent
par s'arréter.

Le dernier reste non nul est alors PGCD(a, b).
Clest le principe de la descente infinie dans N.

. J

Théoréme de Gauss

Théoréme de Bézout

— )
¢ Identité de Bézout
Soit D = PGCD(a, b) alors il existe un couple
d'entiers relatifs (u; v) tel que : au + bv =D.

e Conséquence

Tout diviseur commun a a et b divise D.

e Théoréme de Bézout

aet b premiers entre eux si, et seulement si, il

existe un couple d'entiers relatifs (u, v) tel que:
au+bv=1.

¢ Corollaire de Bézout

L'équation ax + by = c admet des solutions

entieres si, et seulement si, c est un multiple
de PGCD(a, b)

e Théoréme de Gauss
Si a divise bc et si a et b sont premiers entre
eux alors a divise c.

¢ Corollaire de Gauss
Sibet cdivise aet si b et csont premiers entre
eux alors bc divise a.

L J

-
Ce sont les équations de la forme : ax+ by =c.

Pour résoudre cette équation :
¢ on divise I'équation par PGCD(aq, b),
« on cherche une solution particuliére,

générale.

L

L J

Chiffrement affine

Soit une fonction de codage affine, par
exemple : f(x) = 11x+ 8.

o A une lettre du message, on associe
un entier x entre 0 et 25 suivant l'ordre
alphabétique.

¢ On calcule f(x) = 11x+ 8 et 'on détermine
le reste y de la division euclidienne de f(x)
par 26.

* On traduit y par une lettre suivant l'ordre

Equation diophantienne du premier degré

alphabétique

. J

Cette équation admet des solutions si ¢ = k PGCD(a, b).

e puis une solution générale en soustrayant termes a termes la solution particuliere et la solution

On applique le théoréeme de Gauss et on conclut sur I'ensemble des couples solutions.

4 - PGCD, théorémes de Bézout et de Gauss
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| Je dois étre capable de... ) | Parcours d’exercices )
P> Utiliser la définition et les propriétés du PGCD g E&éde 1,2,3,4 42,43
P Utiliser I'algorithme d’Euclide gfodi 5,6, 49,50
11, 12, 54, 67

P> Déterminer un couple d'entiers de Bézout 'ﬁ

0de

P Appliquer le théoréme de Gauss A QA 17,18, 19, 20, 68, 69

Il

P Résoudre une équation diophantienne &7 21,22,71,72

QCM interactifs
lienmini.fr/maths-e04-07

Pour les exercices suivants, choisir la (les) bonnes réponse(s).

(A (& [
PGCD(2 517, 4 272) =3. Dans l'algo-

rithme d’Euclide, combien de divisions au 7 8 9 10
minimum sont-elles nécessaires jusqu'a
obtenir un reste nul ?

PGCD(a, b)=7,a€ N, b& N. Dans

I'algorithme d’Euclide, les quotients suc- (@a,b)=(35,63) (a,b)=(35,126) (a,b)=(25,126) (a,b)=(14,35)
cessifs sont 3, 1, 1, 2 (comprenant la der-

niére division de reste nul). On a alors :

Combien de couples d’entiers natu-

rels (a ; b) verifient PGCD(a , b) = 42 et 5 3 2 1
a+2b=3367
) ) ) et sont pre- Tout diviseur | aetbnesont

Soit un entier relatif n. - entrer::ux PGCD(a,b)=11 commumaa pas premiers
Onpose:a=2n-5etb=3n-7. : et b divise 11. entre eux
Quelle fraction est irréductible pour 3n n+8 3n? _n
toutne N*? 2n+1 2n+5 2n?+n (2n+1(3n+1)
Léquation 5x - 8),’= 1.admet comme retrz:g(r)su;tre parfois pre-  jamais premiers ~ on ne peut
solution des couples d’entiers relatifs qui = P T A TS B i T répondre.
sont: eux.
Un nombre est divisible par 15 et 360 120 90 72
24, alors ce nombre est divisible par:
Soit k un entier relatif. L’equaFion x=2(5) x=5(7) x=2(7) x=0(7)
5(x-2) =7k d'inconnue xa pour solution :

—-25;27) est x, et y, sont ; ,

Soit Iéquation (E) : 27x + 25y = 1. ( solutio)n %e ggrité On peutavoir  (E)n admgt pas
Soit (x,; y,) une solution de (E). de (E) différente Xo+Yo=5 de solution.

Soit 'équation diophantienne (E) : =~ (E) n'admet pas

{x=—6+13k {x=7+26k {x=7+13k
17x- 13y= 2. Les solutions de (E) sont : de solution

y=-8+17k"  |y=9+34k y=9-17k
kEZ keZ kez
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Des diviseurs

Si l'on divise 1 809 et 2 527 par un méme entier b, les
restes respectifs sont 9 et 7. osode
Quelles sont les valeurs possibles pour b ? § p. 109

Un diviseur

Si l'on divise 1545 et 3375 par un méme entier b, les
restes respectifs sont 9 et 10. osode
Quel ce diviseur b ? A p. 109

Algorithme d’Euclide

A Il'aide de I'algorithme d’Euclide, déterminer :
a) PGCD(901, 1 505) Sode
b) PGCD(2 012, 7 545) B 111

Algorithme Al9°

Soit I'algorithme ci-contre )
oUA BEN Lire A, B

' ' D«|B-A
1.0nrentre A=12etB=14. <l l

. Tant que D # 0

Donner les valeurs successives DA
que prennent A,BetDainsique | a «p
la valeur affichée par I'algo- D« |B - 3]
rithme Fin tant que
2. Que calcule cet algorithme ? | Afficher A
Vérifier la validité mathématique ssode
de cet algorithme. 5 p. 113

Théoréme de Bézout (1)

Soit n un entier relatif.
1.0npose:a=7n+3etb=2n+1.

Montrer que a et b sont premiers entre eux.

2. Méme question avec: Sode
a=4n+5etb=7n+0. S+ PYEEE]

Théoréme de Bézout (2)

Pour chacune des propositions suivantes indiquer si elle
est vraie ou fausse et justifier.

a)Soit.a,b,u,ve 7

Proposition 1

Siau+ bv=3alors PGCD(a, b) = 3.

b) Proposition 2

Léquation 51x+ 9y = 2 admet des solutions entiéres.

c) Proposition 3

Soit k € Z, les nombres a et b tels que a = 14n + 3 et

b=5n+ 1 sont premiers entre eux. gede
B

Nombres de Bézout

Soit I'équation (E) : 221x + 338y = 26.

1. Léquation (E) admet-elle des solutions entiéres ?

2. Déterminer une solution particuliére ohode

de I'équation (E). 3] p. 111

Théoréme de Gauss

1. Déterminer les couples d'entiers relatifs (a; b) tels que:
21a-5b=0.

2. Soit n un entier relatif. Montrer que si 5 Et\‘l‘;‘ divise

(n-9) alors n =9 (55). s”a p. 115

Systeme d’équations

. . n=1(5)
Soit le systeme (S) :
n=3(4)

1. Montrer que si n est solution de (S) alors (n - 11) est
divisible par 4 et par 5.

2. En déduire I'ensemble des solutionsn =~ oce

du systéme. A . 109

Démo

Egalité de deux PGCD

Soit n un entier relatf.

1.0npose:a=n-2etb=n?>+n+3.

Montrer que PGCD(a, b) =PGCD(a, 9).

2. Déterminer les valeurs n pour lesquelles :
n>+n+3
—eZ

n-2

> Apprendre a demontrer p. 118

Equation diophantienne (1)

Soit I'¢quation (E) : 25x+ 7y=1.

1. Pourquoi I'équation (E) admet-elle des solutions
entiéres ?

2. Déterminer une solution particuliére de I'¢quation (E).
3. Déterminer toutes les solutions entiéres de lI'équa-
tion (E). SR

S 6 PRI
Equation diophantienne (2)
Soit I'équation (E) : 2x- 3y =5.
a) Déterminer une solution particuliére de I'équation (E).
b) En déduire toutes les solutions entiéres de I'équa-

tion (E). B2
ion (E) KA. 116

Rationalité

Soit p € Z et g € N" premiers entre eux.
Soit fle polynéme :
fx) =323 + 4x2 + 2x - 4.

1. Montrer que si P est une racine de f alors p divise 4
et g divise 3.
2. Déduire que f n'admet qu'une seule solution ration-

Syode
nelle. B 17

4 - PGCD, théorémes de Bézout et de Gauss
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vers le supérieur

PPCM

Soit deux entiers relatifs a et b. On appelle PPCM(a, b) le
plus petit multiple strictement positif de a et de b.

1. Calculer PPCM(18, 12) et PPCM(24 , 40).

2. Calculer 7 + ﬂ Que représente PPCM(6, 15) ?
6 15

PGCD et PPCM
Soit D =PGCD(a, b) et M =PPCM(a, b).

’

a
— M=Da’b’ et PGCD(a ,b)=1.
b =Db’

2. En déduire que : DM = ab.

Démo

1. Montrer que :

Encore un PPCM

Soit a et b deux naturels tels que a < b.
Déterminer a et b tels que :

PGCD(a, b) =6 et PPCM(a, b) = 102.

@ Vrai-Faux

Soit I'équation (E) : x2 - 52x + 480 = 0, ol x est un entier
naturel. La phrase suivante est-elle vraie ou fausse ? Justifier.
« Il existe deux entiers naturels non nuls dont le PGCD et le
PPCM sont solutions de I'équation (E). »

123 | Propriété du PGCD

Soit un entier naturel n non nul.
Onpose:a=5n*+7etb=n*+2

1. Montrer que PGCD(a, b) vaut 1 ou 3.

2. Déterminer les valeurs de n pour lequel PGCD(a, b) = 3.

Recherche du PGCD

Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 5, on considére
les nombres:a=n3>-n?-12netb=2n*>-7n-4.

1. Démontrer, apres factorisation, que a et b sont des entiers
naturels divisible par (n - 4).
2.0nposea=2n+1etB=n+3.0nnotedle PGCD(ct, B).
a) Trouver une relation entre o et B indépendante de n.
b) Démontrer que d est un diviseur de 5.

c) Démontrer que les nombres o et § sont multiples de 5
si, et seulement si, (n — 2) est multiple de 5.

3. Démontrer que (2n + 1) et n sont premiers entre eux.
4. a) Déterminer, suivant les valeurs de n et en fonction de
n, le PGCD(a, b).

b) Vérifier les résultats obtenus dans les cas particuliers
n=11etn=12.

EE3 Algorithme d’Euclide

A l'aide de I'algorithme d’Euclide, déterminer :
a) PGCD(99 099, 43 928)

b) PGCD(153 527, 245 479)

F*3 calcul de PGCD

Soitn€ Z.Onposea=n®>+3n>-5etb=n+2.
Calculer PGCD(a, b).

Suite et PGCD
Soit la suite (u,) définie sur N par :
u,=0,u=Tetu, ,=3u,,-2u.

1.0nposev,=3u,,, -2U,.

Montrer que la suite (v,) est une suite géométrique dont
on déterminera la raison et le premier terme.

2. a) En déduire que pour tout entier n, u, est un entier
natureletqueu, ,, =2u +1.

b) En déduire que deux termes consécutifs de la suite (u,)
sont premiers entre eux.

128 [Icle))
Soit a et b deux entiers premiers entre eux telsquea=b= 1.
1. Montrer que PGCD(a + b, a - b) vaut 1 ou 2.

2. Montrer que PGCD(a + b, ab) =1.

3. Montrer que PGCD(a + b, @ + b?) vaut 1 ou 2.

Démo

PGCD et congruence

Soit les entiers relatifs n vérifiant le systeme (S) suivant :
n= 1(5)
"ln=5@)

1. a) Montrer que si n vérifie (S) alors n vérifie le systeme :
{4n +1=0(5)

4n+1=0(7)

b) En déduire alors que 4n = -1 (35)
2. Déterminer les solutions de (S).

Racines rationnelles
Soit le polynéme f défini par :
filx) =x* - 4x3 - 8x2+ 13x+ 10.
1. Montrer que si fadmet une racine rationnelle alors cette
racine est entiére.
2.a) Montrer que si fadmet une racine entiere o alors o est
un diviseur de 10.
b) Quelles sont les racines entiéres éventuelles de f?
3. a) Aprés avoir déterminé ces racines, factoriser f(x).
b) Déterminer les autres racines de f.

Solutions entiéres
Soit I'équation
(B):2x+5y=savecs € N.
On veut montrer que si s = 4 I'équation (E) admet au moins
une solution dans N2,
1.Soit 0 < s < 4, déterminer les valeurs de s pour lesquelles
(E) admet des solutions dans N2,
2. Montrer par récurrence que sis = 4, I'équation (E) admet
au moins une solution dans N2,
Egalité de deux PGCD (1) Demo
Soitn,a, b€ Z*
Montrer que si a et b sont premiers entre eux alors :
PGCD(ab, n) = PGCD(b, n).



EEE] Egalité de deux PGCD (2) Démo
Soitn € Z, on pose
a=n*+3n*-n+2etb=n*+n+1.
Montrer que :
PGCD(a, b) =PGCD(n-2,7).

Equation diophantienne
Déterminer I'ensemble des couples (x; ) d'entiers relatifs
tels que:

955x+183y=1.
On pourra remonter l'algorithme d’Euclide pour trouver
une solution particuliere.

Somme et PPCM
Soit a et b deux entiers naturels non nuls.
On pose d =PGCD(a; b) et m=PPCM(a, b).
On rappelle que :
m=da’b’aveca=da’ et b=db.
1.0n cherche les couples (a, b) d'entiers naturels tels que :
a+b=56etm=180.
a) Montrer que les valeurs possibles pour d sont 1, 2 ou 4.
b) Analyser chaque cas puis déterminer les couples (a; b)
qui conviennent.
2. En procédant comme a la question 1, déterminer les
couples (a; b) d’entiers naturels tels que :
a+b=276etm=1440.

EEd systeme PGCD-PPCM

Déterminer les couples (a, b) € N? tels que :
PGCD(a, b)=42
PPCM(a, b)=1680

PGCD et suite de Fibonacci

Soit la suite définie sur N par:
Uu,=0,u,=1etu ,=u

1. Calculer u,, uy u,, ug et ug.

2. Montrer par récurrence que :

pourtoutn€ N, u . xu , —(u)*=(-1)".

En déduire que les termes u, etu_, sont premiers entre eux.

3. Démontrer que :

pour tout n € N, pour toutp = 1,

n+1 + un'

Upp = U, XU U, XU
4.a) Démontrer que:
PGCD(v,,,, u,) =PGCD(u,, u,).

b) En déduire que si r est le reste de la division de m par n
alors :
PGCD(u,,, u,) =PGCD(u,, u,)

PGCD(,,, u,) =Upccom, n) M

5. Application : calculer u,, u,,.
Vérifier alors la relation (1) de la question 4. b)

vers le supérieur

138 | Repas gastronomique

28 personnes participent a un repas gastronomique. Le prix
normal est de 26 € sauf pour les étudiants et les enfants
qui paient respectivement 17 € et 13 €. La somme totale
recueillie est de 613 €.

Calculer le nombre d'étudiants et d’enfants ayant parti-
cipé au repas. Proposer deux méthodes pour résoudre ce
probléme.

Cryptage

Pour transmettre un message, on utilise le systeme suivant.
1'e étape A chaque lettre du message en clair, on associe
son numéro d'ordre dans l'alphabet :
A—01;B—01;C—03;...;Y—>25;7Z+ 26.

On obtient ainsi une suite de nombres.

2¢ étape On considere la suite d'entiers naturels (x) définie
par:

x, =1
X, =5x,+2(33)

3¢ étape On ajoute terme a terme les suites obtenues dans

la 1 et la 2¢ étape : on a alors le message crypté.

1. Déterminer les 25 premiers termes de la suite (x ).

2. Coder le message suivant :
DEBARQUEMENTLEHUITJUIN

3. Décoder le message suivant :

5,12,24,37,34,21,10,19,27,34,13,8, 26,27,16, 23,22, 25,41

Théoréme des restes chinois
Une bande de 17 pirates possede un trésor constitué de
pieces d'or d'égale valeur.

lIs projettent de se les partager également et de donner le
reste au cuisinier chinois. Celui-ci recevrait alors 3 pieces.
Mais les pirates se querellent et six d’entre eux sont tués.
Un nouveau partage donnerait au cuisinier 4 piéces. Dans
un naufrage ultérieur, seuls le trésor, six pirates et le cui-
sinier sont sauvés, et le partage donnerait alors 5 pieces
d'or a ce dernier.

Quelle est la fortune minimale que peut espérer le cuisinier
s'il décide d’'empoisonner le reste des pirates ?

4 - PGCD, théorémes de Bézout et de Gauss
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Travaux pratiques

v,
a4 .
TICE _ Algo _ Histoire des Maths _ 3¢ymin__ Chercher

- i Raisonner ™\
Equation de Pell-Fermat

—

On étudie dans cet exercice les équations du type x> - ny? = 1 ol n un entier naturel non carré.

A» Une premiére équation (E,) : x? - 2y? =1

1. Soit (a; b) une solution de (E,).

a) Quelle est la parité deaetdeb?

b) Déterminer PGCD(a, b).

c) Montrer que (A ; B) tel que A =3a + 4b et B =2a + 3b est aussi une solution de (E,).

2. a) Déterminer une solution de (E).

b) Déduire de la question 1. c¢) une solution avec des entiers supérieurs a 100.

3. Déterminer, a l'aide d’'une boucle conditionnelle, un algorithme, écrit en langage naturel puis en Python f, ,
qui donne un couple solution de (E,) d'entiers supérieurs a 1 000.

B » Une deuxiéme équation (E,) : x° -3y =1

1. Déterminer la plus petite solution non triviale c’est-a-dire différente de (1; 0). Cette solution est appelée solution
fondamentale et on la note (%95 9)-

2. a) Vérifier I'identité de Brahmagupta pour tout entiers relatifs a, a, b1, b2 etn:

(a,2 -nb,?)(a,® -nb,?)=(aa, +nbb,)? -n(ab, +ba,)
b) En déduire a partir de cette relation, en prenant n = 3, une autre solution (x, ; y,) de (E,) connaissant (x, ; ).

¢) Soit (x; y.) une solution générale de I'¢quation (E,), montrer la relation de récurrence donnant la solution suivante
(x,,,77,,,) enfonctionde (x_;y):

{xnﬂ = 2‘xn + 3.yn
.yn+1 = xn + 2_)/n

d) Déterminer les 10 premieres solutions de I'¢quation (E,), a I'aide d’un algortihme, écrit en Python " .

C » Equation de Brahmagupta (E,) : x2 - 92y? =1

1. a) Déterminer un algorithme en Python f, permettant de trouver la solution fondamentale, autre que la
solution (1; 0) a I'équation (E,).

b) Rentrer cet algorithme et donner cette solution.

c) Peut-on en déterminer une autre ?

Si oui comment est-elle déterminée.

L'’équation x? — ny? = 1 porte le nom du mathématicien anglais John Pell, mais c'est
une erreur due a Euler qui lui attribua faussement son étude.

En fait, le premier a avoir décrit I'ensemble des solutions de cette équation est le
mathématicien indien Brahmagupta, qui vivait au Vii® siécle aprés J-C, soit prés de
1000 ans avant Pell. Ses résultats étaient totalement inconnus des mathématiciens
européens du XVIi¢ siecle et c'est Fermat qui remit cette équation au goat du jour,
conjecturant qu'elle avait toujours une infinité de solutions.

Enfin Lagrange, un siécle plus tard, donne une preuve totalement rigoureuse de
I'infinité des solutions.
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B Chiffrement de Hill

Le chiffrement de Hill a été publié en 1929. C'est un chiffre non polygraphique, c’est-a-dire qu‘on ne chiffre pas les
lettres les unes apres les autres, mais par « paquets ». On présente ici un exemple bigraphique, c'est a dire que les
lettres sont regroupées deux a deux.

Etape 1 On regroupe les lettres par 2. Chaque lettre est remplacée par un entier en utilisant le tableau ci-dessous.

A B C D E F G H | J K L M

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 | 11 | 12

N o P Q R S T U vV | W | X Y Z

13 14 |15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25

On obtient des couples d'entiers (x, ; x,) ou x, correspond a la premiere lettre et x, correspond a la deuxieme lettre.
Etape 2 Chaque couple (x,; x,) est transformé en 0,9, tel que:

=11x, + 3x, (26)
5): N 1 2

1 '{y2573€1+4x2 (26)aVECO$}/1$25€t0$y2s25.

Etape 3 Chaque couple (y,17,) est transformé en un couple de deux lettres en utilisant le tableau de correspondance
donné dans I'étape 1. On regroupe ensuite les lettres
11x19+3%x4=13(26)

Exemple: TE— (19, 4)— -
7x19+4x4=19(26)

1. Coder le mot ST.

2. a) Compléter I'algorithme en Python f, permettant de coder un groupe de deux lettres :

def hill (lettrel, lettre2):
alphabet= [ 'lA" , 'lB" , 'lc" , 'lD" , 'lE" , 'lF" , 'lG" , 'lH" , 'lI" , 'lJ" , 'lK" ,
llLll , llMll , llNll , lloll , llPll , llQll , llRll , llsll , llTll , llUll , llvll , llWll , llxll , llYll , llzll]

xl=alphabet.index (lettrel) @ EEnE
x2=alphabet.index (lettre2) Iie’:rﬁir;’f':/::ths_eo4_08 5
im . Wi
y2=..

return ..,..

b) A l'aide de cet algorithme coder les mets PALACE et RAPACE.

c) Que constatez-vous ?

3. On veut maintenant déterminer la procédure de déchiffrement.

a) Montrer que pour tout couple (x, ; x,) vérifiant le systeme (S,), vérifie le systeme suivant.
‘ {23951 =4y, +23y,(26)

77 |23x, =19y +11y,(26)

b) Montrer que pour tout entiers relatifs a et b:23a=b (26) < a=17b (26).

¢) En déduire alors que tout couple (x, ; x,) vérifiant (S,), vérifie le systeme suivant.
). X, 516)/1 +y2(26)

3 x, =11y, +5y2(26)

d) Ecrire une fonction en Python f" sur le méme principe que la fonction hill de chiffrage pour déchiffrer un mot.

e) Décoder le mot : PEXXKNU. Ce mot étant de 7 lettres, ajouter la lettre W a la fin du mot pour avoir des paquets
de deux lettres. Le décodage terminé, supprimer la derniere lettre.
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