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Les premiers nombres, utilisés pour compter, étaient les entiers
naturels. Ces nombres ne permettent pas de résoudre toutes

les équations. Jusqu'en classe de Premiere, le plus grand ensemble

de nombres étudié est I'ensemble des réels. Au XVI€ siecle, un

nouvel ensemble de nombres, qui n'est pas inclus dans R, est créé :

I'ensemble des nombres complexes.

Aujourd’hui, les nombres complexes sont largement utilisés,

notamment par les physiciens pour étudier des phénoménes

accoustiques.

Histoire des nombres complexes
lienmini.fr/maths-e01-01

Peut-on trouver deux nombres tels
que leur somme soit égalea 10
et leur produit soit égal a 40 ?




M Les rendez-vous
Prérequis

lienmin.fr/maths-e01-02 Sesamath

| ) Réduire une expression

Développer et réduire les expressions suivantes.
aA)A=2+3x)+(1-x)

b)B=(2+3x)-(1-x)

Utiliser la distributivité

Développer et réduire les expressions suivantes.
a)A=2x(1-2x)

b) B= (4 +2x) X (3 - 3x)

EJCalculer avec des racines carrées
1. Ecrire les expressions suivantes sans racine carrée au dénominateur.

a)A=

b)B=

SISl

2. En multipliant le numérateur et le dénominateur par 1- /2 écrire I'expres-

1
1+2°

3. En utilisant une méthode similaire a celle de la question 2., écrire I'expres-

sion suivante sans racine carrée au dénominateur:C =

. . ) . . ) 1
sion suivante sans racine carrée au dénominateur : D = m

Calculer un discriminant

Calculer le discriminant de chaque trinéme ci-dessous.
a)2x?+3x+5

b) 4x? - 20x + 25

€) 2x2-4x-2

d) -2x2-4x-2

Déterminer la forme canonique d’un trinéme
Déterminer la forme canonique des fonctions suivantes.
a)flx) =x?>-6x+5

b) g(x) =3x%2 + 9x+ 18

Résoudre une équation du second degré
Résoudre dans R les équations suivantes.
a)3x2-9x-12=0

b) 2x? +5x+7=0

c)2x2—2x+%=0

d)-x2-x+2=0

1 - Nombres complexes : point de vue algébrique et polynémes
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Activites

%
10 - min

n Faire le point sur les ensembles de nombres

N\

1. Recopier et compléter le schéma ci-dessous, en déterminant I'ensemble de nombres correspondant
(par exemple on notera R pour I'ensemble des réels).

2. On considére I'équation suivante : x + 3 = 2.
a) Déterminer les solutions de cette équation dans I'ensemble des entiers naturels.
b) Déterminer les solutions de cette équation dans I'ensemble des entiers relatifs.

3. On considére I'équation suivante: 2x+ 1 =0.
a) Déterminer les solutions de cette équation dans I'ensemble des entiers naturels.
b) Déterminer les solutions de cette équation dans I'ensemble des entiers relatifs.

c) Déterminer les solutions de cette équation dans I'ensemble des réels.
4. On considére I'équation % + 1 =0.

Déterminer les solutions de cette équation dans I'ensemble des réels.
“ Cours 1 p. 14

B
Histoire des maths __203min

B Découvrir une approche historique

On veut trouver deux nombres tels que leur somme soit égale a 10 et leur produit soit égal a 40.

Au milieu du XVI€ siecle, Cardan donne des solutions de I'équation correspondant

ace probléeme:5+ .,/-15 et5 - ,/-15.

I nomme ces quantités « quantités sophistiquées ».

Plus tard, au XVII¢ siecle, Descartes les nommera « quantités imaginaires ».

Au XVIIIE siécle, Euler introduit une nouvelle notation : il pose i le nombre tel que i2 = -1.

Cardan
1. Montrer que le probleme peut se traduire par I'équation x x (10 - x) = 40.

2. Résoudre cette équation dans R.

3. En admettant que les quantités 5 + ,/-15 et 5 — ,/-15 de Cardan existent, montrer qu'elles vérifient bien
I'équation. Pour cette question, on généralise la régle suivante a tous les nombres réels : JaxiJa=a.

4. On pose i le nombre tel que i2=-1.
a) En déduire que i est solution de Iéquation x2 + 1 =0.
b) Déterminer la valeur de i,

5. En utilisant le nombre i, déterminer un nombre qui :
a) élevé au carré est égal a —4. b) élevé au carré est égal a -2. c) élevé au carré est égal a -15.

6. En utilisant le résultat de la question 5. c), réécrire les solutions proposées par Cardan en utilisant
le nombre i.
> Cours1p. 14
_J
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B Calculer avec des nombres complexes

A » Addition et multiplication

1. Développer et simplifier les expressions suivantes : A= (3 - 2x) + (-2 + x) et B=(3 - 2x) X (-2 + x).
2. En utilisant i2 = -1, développer et écrire les expressions suivantes sous la forme a + ib avec a et b deux réels.
C=(B-2)+(-2+i)etD=(3-2i) x (-2 +1i).

3. Soit zet 2 deux nombres complexes tels que z=a +ibetZ =a’ +ib”avec g, b, a’ et b’ des réels.
Ces écritures sont la forme algébrique des nombres complexes zet z'.

Développer et écrire les expressions suivantes sous la forme A + iB avec A et B deux réels.

E=z+7 ,F=z-ZetG=2zx7.

B » Inverse

1. a) Déterminer la forme algébrique de (2 —i)(2 + ).

b) En multipliant le dénominateur et le numérateur par 2 — i, déterminer la forme algébrique de H = P
+i

2. Soit a et b deux réels.
a) Déterminer la forme algébrique de (a + ib)(a - ib).
b) En multipliant le numérateur et le dénominateur par a - ib, déterminer la forme algébrique de H =

a+ib’
“» Cours 2 p. 16

\

%
10 min

Decouvrir le conjugué d'un nombre complexe

Soit zun nombre complexe tel que z=a + ib avec a et b deux réels.
On appelle conjugué de z, le nombre complexe noté z défini par z =a - ib.

1. Déterminer la forme algébriquede z+ 2,z -z et 2 X Z.

2. Déterminer une condition sur z et z pour que:
a) z soit un nombre réel.
b) z soit un nombre imaginaire pur.

\§

= Cours 3 p. 18
J

N

b
20 8 min

B Resoudre des equations du second degrée

1. On veut résoudre I'équation suivante : x2 + 4 = 0.

a) Résoudre cette équation dans R.

b) Ecrire x2 + 4 sous la forme x2 — cZ avec c un nombre complexe.

c) En utilisant une identité remarquable, factoriser x2 + 4.

d) En reconnaissant un produit nul, résoudre dans C I'équation x2 + 4 = 0.

2. On veut résoudre dans C I'équation suivante : x2 + 2x+ 10 = 0.

a) Soit fla fonction définie sur C par f(x) = x2 + 2x + 10. Déterminer la forme canonique de f.
b) Ecrire f(x) sous la forme (x + ¢)2 - d? avec c et d deux nombres complexes.

c) En utilisant une identité remarquable, factoriser f(x), puis résoudre f(x) = 0 dans C.

“» Cours & p. 20

J

N

1 - Nombres complexes : point de vue algébrique et polyndémes
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Cours

0 Ensemble des nombres complexes

Ensemble des nombres complexes

Il existe un ensemble, noté C, appelé ensemble des nombres complexes ayant les propriétés suivantes.
e C contient 'ensemble R des nombres réels.
o |l existe un élément de C, noté i, tel que i2=-1.

e C est muni d’une addition et d'une multiplication qui ont les mémes propriétés que I'addition
et la multiplication dans R.

T Exemples
Les nombres 3; 5 et i appartiennent a C. Les nombres 3 + i et 5i appartiennent a C.

Ecriture algébrique

Tout élément z de C s'écrit de maniére unique sous la forme a + ib avec a et b deux réels.
Cette écriture s'appelle la forme algébrique de z.

e g est la partie réelle de z. On note a = Re(2).

e b est la partie imaginaire de z. On note b = Im(z2).

CRemarque

Si a =0 (soit Re(z) =0), on a z=ib. On dit que z est imaginaire pur.
L'ensemble des nombres imaginaires purs est noté iR.

Si b =0 (soit Im(z) =0), on a z=a. Alors z est réel.

Exemples
(D Soit zle nombre complexe tel que z = 4 - 2i. Alors Re(z) = 4 et Im(z) = -2.
(2) Soit 2’ le nombre complexe tel que 2 = 3i. Alors Re(z') = 0 et Im(2) = 3. 2 est imaginaire pur.

Egalité dans C

Soit z et 2 deux nombres complexes tels que z =a +ibet 2 = a’ +ib”aveca, b, a’ et b des réels. Alors
, |a=a

2=z
b=b’

(CRemarque Ce théoréme assure l'unicité de I'écriture d'un nombre complexe sous forme algébrique.

® Démonstration
Sia=d etb=b"alorsz=a+ib=a’ +ib’=2.
Réciproquement, siz= 2, alorsa+ib=a’+ib’. Donca-a’ =i’ - b).

Supposons par I'absurde que b = b'.
a-a _
b’ -b

Ora, d’, b, b’ sont des réels, donc

Alorsona i

a,— a € R.Donci € R. Cela est absurde. Doncb=1".

Par conséquenta-a’=0,soita=a’.

Conséquences de I'égalité dans C

Soit z et 2 deux nombres complexes tels que z=a +ibetZ=a’ +ib"aveca, b, a’ et b’ des réels.
ezzFde>azd oubzb’ ez=0&a=0etb=0 e2#20&az00ub=0



| O Exos 4 Les rendez-vous
Méthodes =
lienmini.fr/maths-e01-03 SESamath

250de
()
5 Déterminer la forme algébrique d’'un nombre complexe

Enoncé
Pour chaque nombre complexe ci-dessous, déterminer sa forme algébrique, sa partie réelle et sa partie imaginaire.
a)z=3i-4+2i-1 b) 2 = 3i-5i +0,5i

8 Solution B
Dz la3ie2ie5esi MB L. DECERSIRIERER e .
Donc Re(g) = -5 et Im(2) = 5.
b) 2 =3i-5i+0,5i=(3-5+0,5)i =-1,5i
Donc Re(2) = 0 et Im(g) = -1,5.

ﬂ Déterminer la forme algébrique d’'un nombre complexe,
c'est |'écrire sous la forme a + ib.
aest la partie réelle et b est la partie imaginaire.

Attention, si z=a + ib avec a et b deux réels, alors Im(2)
estégalabetnonib.

E Si zet 2 sont deux nombres complexes, alors 2+ 2’ =2’ + z.

A vous de jouer ! JlL

Pour chaque nombre complexe ci-dessous, déter- ﬂ Pour chaque nombre complexe ci-dessous, déter-
miner sa forme algébrique. miner sa partie réelle et sa partie imaginaire.
a)z=—-4+i+2-1 b)z=5+ixi-4 a)z=5i-4+i b)z=2-i?

) Exercices 37 a bl p. 28

Enoncé .
] Conseils & Méthodes [

1. Déterminer les valeurs des réels x et y tels que (-1 +2x) +i(1+)) =2 +3i. .
Re(z)=Re(z")

ﬂz=z'@{ L
Im(z)=Im(z")

2. Déterminer les valeurs des réels x et y tels que (x +y) +i(2x -y + 4) =
Etsionaz=a+ibaveca

leRp=2 et b deux réels, alors a = Re(z)

1.(=1+2x)+i(1 +}/)=2+3i<:>{1_ . ﬂ © etb=Im(2).
+ )= .
y ﬂ Résoudre ensuite le systéme de
. 7 "deux équations a deux inconnues.
: EFJ0=0+0i,donc Re(0) =
. etim(0)=0

X

e
= 2
y=2 R

Doncx=%ety=2.

__ J=
e _ y=-x
2 Gt g) i J'+4)_0‘:’{2x y+4= oﬂ {Zx (-x)+4=0 {3x+4=0<:> 4

Doncx=—iety=i.
3 3

A vous de jouer ! [V

E] Déterminer les valeurs des réels x et y tels que : n Déterminer les valeurs des réels x et y tels que:
(x+2)+ilx+y-1)=5-2i 2x+y)) +ilx+y-1)=

) Exercices 42 a bl p. 28

1 - Nombres complexes : point de vue algébrique et polynémes 15



Cours

9 Opérations dans C

Addition et multiplication
Soit z et 2 deux nombres complexes tels que z=a +ib et 2 =a’ +ib’ aveca, b, a’ et b’ des nombres réels.
@z+Z=(a+ad)+ib+b) (2 2x 2 =(ad’ - bb’) +i(ab’ + a’b)

® Démonstration
L'addition et la multiplication suivent les mémes régles de calculs que dans R.

LVz+Z=(a+ib)+(d +ib) (2)zxZ=(a+ib)x(a +ib)
=a+ib+a +ib' =axd +axib’ +ibxa +ibxib'
=a+d +ib+ib' =ad +iab’ +ia’b +i%bb'
=(@+a)+ib+b) =ad +iab'+ia’b-bb’ cari?=-1

=(ad’ - bb") +i(ab’ + a’b)

Pour tout nombre complexe z, il existe un unique nombre complexe 2 tel que z+ 2 =0.

2 est appelé opposé de z et on le note -z.
Si z=a+ib avec a et b deux nombres réels, alors -z = (-a) + i(-b).

T Exemple
Siz=2-7i,alors-z=-2+7i.

Soustraction

Soit z et 2 deux nombres complexes tels que z=a + ibet 2 =a’ +ib” avec a, b, a’ et b’ des nombres réels.
Alors z- 2 est défini par 2+ (-2)) etona z-2 = (a-a’) +i(b - b’).

TExemple
Siz=2+3ietzZ=-4+2jalorsz-Z=2-(-4)+(3-2)i=6+i.

DE Ul Inverse

Pour tout nombre complexe znon nul, il existe un unique nombre complexe 2’ tel que zx 2’ =1.

2 est appelé inverse de z et on le note l.
2 1 a b
Siz=a+ibaveca et b deux nombres réels et 2= 0, alors — = OB —ix o
Zz a‘+b a‘+b

Démonstration

Soit zun nombre complexe non nul tel que z=a + ib, avec a et b deux réels.

Aors 1_ 1 _ a-ib _a-ib _ a-ib _ a Cix b
z a+ib (a+ib)x(a-ib) a?-(ib)2 a?+b2 a2 +b2 a? + b2

1 2-3i  2-3i 2-3i 2 3

Siz=2+3i,alorsl—

IExemple
Z 2431 (2+430)2-3) 22-92 13 13 13

Quotient

1
Soit z et 2 deux nombres complexes tels que 2’ # 0. Alors ﬁ, est défini par z x 2
z

16
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Méthodes =
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. xn\0de
()
Calculer la somme et le pl’OdUit de deux nombres complexes

Enoncé

On considére les deux nombres complexes : z, =5 - 2i et 2, = -2 + 4.
Déterminer la forme algébrique des nombres complexes suivants.

a)z, +32, b) 4z, ) 2, X2, d) 27
l solution [N Conseils & éthodes TN
a)Z, +2,=5-2i+(-2 +4) b) 42, = 4 x (5 - 2i) ﬂ La forme algébrique esta+ibavec -
2349 ﬂ 20 - 8i ﬂ aet b deux réels.
. ‘ : ﬂ On développe comme dans R. :
©) 27 X 2, = (5 2i) X (-2 + 4i) d) 22 = (5 - 2i) x (5 - 2i) JoPEg 3
. jc=- .
=-10 + 20i + 4i - 8i2 =25-10i - 10i + 4i2 1 ﬂ
1 2 _ b
=—10+20i+4i+8ﬂ =25-10i-10i—4 3 uz =&xz 3
=2+ 24i =21-20i e 4 eeocsecacscnssecsssecsssesssssssses o
E] Soit z,; =-2 + 3iet z, = -3 + 2i. Déterminer la forme ﬂ Déterminer la forme algébrique des nombres com-
algébrique des nombres complexes suivants. plexes suivants.
a)z, -z, b) -3z, ) 222 a)(3-1i)x(4+2i) b) (5-i)x(5+1)
) Exercices 45a 53 p. 28
yode

5 Calculer l'inverse et le quotient de nombres complexes

Enoncé

1. Ecrire le nombre complexe suivant sous forme algébrique : g =

algébrique, multiplier le numérateur et
le dénominateur par 5 +1i.

u(a—b)(a+b)=az—b2

Sz = & zZ= i
25+1 26 13 13

Donc S = —l+ii .
13 13

A vous de jouer ! Jl.

2. Résoudre dans C I'équation suivante : (5 - i) X 2- i =i. On donnera la ou les solution(s) sous forme algébrique.
m L Conseils & Méthodes |

g g 4 $
1.l=l= -2 - -2 -2 ——li ﬂ Siz=a+ib, pour écrire l'inverse de z $
z, 20 2ix(-2i) 424 2 : " sous forme algébrique, il faut multiplierle
2.5-i)xz-izie(5-i)xz=2i @z_i : numérateur et le dénominateur par a—ib.
> ﬂ Pour résoudre I'équation, chercher
2| X (5 +1) 10| +2i2 . " “aisoler I'inconnue (2).
—i)(5+1i) ﬂ 25— i2 1 Le dénominateur est 5 - i. Pour écrire
_ 101 -2 -2 +10i 4 le nombre complexe sous forme
: ]

Ecrire sous forme algébrique les nombres complexes n Résoudre dans C les équations suivantes. On don-
suivants. nera la solution sous forme algébrique.

1 1 a)(1-i)z=1+i b) (5+3i)z-2=i
a)z1=ﬁ b) z, =- ) (1-1) ) ( )

) Exercices 54 a 61 p. 29

1 - Nombres complexes : point de vue algébrique et polyndémes
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Cours

e Conjugué d'un nombre complexe

Conjugué d’un nombre complexe

Soit zun nombre complexe tel que z=a + ib, avec a et b deux nombres réels.

Alors le conjugué de z, noté z, est le nombre complexe défini par 2 = a - ib.
¢ Exemple Le conjuguédez=3+15iestz =3-1,5i

Propriétés du conjugué

Pour tout nombre complexe z,ona:
@ z+z =2Re(z) @2ERez=% ®B®z=z
®@z-z =2ilm(z) Wz2EIR=z=-7z

@ Démonstration

Soit z=a +ib avec a et b deux réels.

(1) z+z=a+ib+a-ib=2a=2Re(z)
(2)z-zZ=a+ib-(a-ib)=a+ib-a+ib=2ib=2ilm(2)
3zER®IMEZ)=02im(iz)=0=2-2=02=2
() zE€IR©Re(z2)=0=2Re(2)=02+2=02=-%
(5)Z=a-ib.Doncz=a+ib=z

Opérations avec les conjugués

Pour tous nombres complexes zet 2, ona:

@ -z=-% @ z+2=2+% ® zxz’ =zxz
. . 1 1 . PANE A
(&) pour tout entier naturel n, ®sSiz#0,|—|=— ®Siz#0, | —|==
= _ z) Z z) Z
ZN =(Z)"

Soitz=a+ibetz =a +ib"aveca, b,a’ et b’ des réels. Démonstration
lienmini.fr/maths-e01-04

® Démonstration Eet
i

(z)D'unepart, z+ 2 =a+a’+ilb+b"),doncz + 2'=a+d -ib+0b").
Dautrepart,Z +z" =a-ib+d -ib’=a+d —ib+b).

Doncz+z =Z +%.

(3)D'une part, zx 2’ = (aa’ - bb’) +i(ab” + a’b), donc z x 2’ = (ad - bb') - i(ab’ + a'b).
D’autre part, 2 X 2’ =(a-ib)@ -ib))=ad —iab’ -ia’b+i2bb’ =ad’ - bb’ —i(ab’ +a'b).

Doncz Xz’ =Z x 7.

(&) Pour tout n € N, on considere la propriété P(n) : « z_” =(z)".

Initialisation : pourn=0, z° = T=1 et (Z)° = 1. Donc 2 = (%)%, Donc la propriété est vraie pour n = 0.
Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, cC'est-a-dire 2 = (z)".

Montrons que P(n + 1) est vraie, C'est-a-dire z™1 = (z)"*1.

2" = 2N x z2=2"xZ =(Z)" x Z =(2)"". Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : on conclut que pour tout n € N, P(n) est vraie. Donc pour toutn €N, 2" =(z)".
1

1 1T = _ 1 A
(5)Siz#0,z2x—=1doncz x—=1.Donc z x(—]=1,50|t (—)=:.
z z z z

Z
z’ , 1 — T — 1
Siz#0,|—| =|zg X—|=2 X|—|=2 X==
@ ' (Z) ( Z) (Z] zZ

J

N||N

18
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2node
Ea Déterminer et utiliser le conjugué d'un nombre complexe

Enoncé
_ Conseils & Méthodes
1.Pourtoutz€C,onposeZ1=z-z. s e b

a) Déterminer le conjugué de Z, en fonction de zet z. ﬂ z+2 =Z+2 et-z=-%

b) Z; est-il un nombre réel, imaginaire pur ou aucun des deux ? Doncz-2z =z+(2)=% -2

ﬂ?zz

ﬂ Soit zun nombre complexe.
Pour montrer que z est un nombre
réel, on peut montrer que z = z.

2. Reprendre les questions précédentes avec Z, =z X 2.

b) Z,=--(z-2)=-Z ﬂ Donc Z, est un nombre imaginaire pur. Pour montrer que z est un nombre

2.a) Z_2=z><2 —zxz[M-zZxz imaginaire pur on peut montrer
- _ _ , uez=-zo0UzZ =-2.

b) Z, =% X z=2XZz =Z,.Donc Z, est un nombre réel. q

— _ =
ﬂzxz =Z Xz

A vous de jouer ! Jl.
@ Montrer que pour tout nombre complexe z non nul, m Montrer que pour tout nombre complexe z non nul,
1T 1
— — — est un nombre imaginaire pur. l + l est un nombre réel.
zZ 3z z 3z
) Exercices 62 a 69 p. 29
2node

Eﬂ Résoudre une équation faisant intervenir et =

Enoncé
Résoudre dans C les équations suivantes. On donnera les solutions sous forme algébrique.
a)-z=5-i b) 2z+z =3-2i

il Solution | e Conseils & Méthodes _ ERNINNNNNS

a)-Z=5-icZ=-5+i ﬂ<:>§=—5+i a@z:—S—i
Donc S ={-5-i}.
b) 2z +Z =3-2i ﬂ

Isoler I'inconnue.

ﬂ Pour obtenir z dans le membre de gauche
de l'égalité, on prend le conjugué de chaque

Posons z = a+ ib avec a et b deux réels. membre. En effet, z = 2.

2z+Z=3-2i2a+ib)+(a—ib)=3-2i ﬂ Dans cette équat.ic.m, on reErouve ?et z.0nne
) ) ) ¢ " "peut donc pas utiliser la méme méthode que la
©2a+2ib+a-ib=3-2i : question a) et isoler Iinconnue.

& 3a+ib=3-2i Siz=a+ib,alorszZ =a—-ib.

1

3a=3 a=
@{bhz E‘:{bbz

, {Re(z) =Re(2")
E z=2" & e
Im(z)=Im(z")

Donc S = {1 - 2i}. . s
Résoudre dans C les équations suivantes. On don- Résoudre dans C les équations suivantes.
nera les solutions sous forme algébrique. On donnera les solutions sous forme algébrique.
a)2z =4+i b)-3Z=-2-i a)z-3Z=6-2i b) -z +4z =5-7i

) Exercices 70 a 73 p. 29

1 - Nombres complexes : point de vue algébrique et polynémes 19



Cours

° Formule du bindme et équations du second degre

Formule du bindme de Newton

1 (n
Soit a et b deux nombres complexes. Pour tout entier natureln,ona (a+ b)" = 2 [ ]a"b""‘.
k=0

Pour tout n € N, on considére la propriété P(n) : « (a + b)" z Démonstration LT
— lienminifr/maths-e01-05  [m]

® Démonstration z
n OVIDEO ] ]
[ ] kbn—k o

0
Initialisation : pourn=0, (a+b)°=1et Z( J kpO-k = (OJaObO =1.Donc la propriété est vraie pour n=0.
2 (n
Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est vraie, c'est-a-dire (a + b)" = 2 (k]akb”‘k.

k=0

n+1 n+
Montrons que P(n + 1) est vraie, Cest-a-dire (a + b)"*1= . akpn+i-k,
k=0

(@+b)™ =(a+b)"x (a+b)= [2 makbn-k] x@+b)=ax Y (:]akb”‘k +bx Y [:]akb”‘k

k=0 k=0 k=0
n

_ zn“[n]akﬂbn—k + 2 n]akbn—kﬂ
k=0 k k=0 k

n in
— antipn-n 4 ak+lpn-k 4 0pn-0+1 4 kpn—k+1
oo oo 2li)
n( n n n n
=gt + kpn-k+1 4 pn+1 4 kpn-k+1— gn+1 L pn+l 4 + kpn—k+1
e B (Joorsrameam 1 {1 )

k=1

T(n+1
=g+ pntl 4 2( p ]a"b”"‘+1 (d"aprés la relation de Pascal)
k=1

n+1 n+1 N+ 410 41
=( Ja””bo +[ o jaob’”r1 + Z[ P ]akb””‘k = Z( . Jakb””‘k. Donc P(n+ 1) est vraie.
k=1

n+1 s

" (n
Conclusion : on conclut que pour tout n € N, P(n) est vraie. Donc pour toutn €N, (a + b)" = z (kJakb”‘k.
k=0

Résolution d’une équation de la forme 2?2 =a

On considére I'équation 22 = a avec a un réel.
Sia > 0, alors I'équation admet deux solutions réelles : Ja et-a.
Sia <0, alors I'équation admet deux solutions complexes : iJ a| et —iJ a| .

Résolution dans C d’une équation du second degré a coefficients réels

On considére I'équation az? + bz + c= 0, avec a, b et c trois réels.
Soit A = b2 - 4ac le discriminant de cette équation.

-b-vA _-b+yA
2a

* Si A> 0, alors I'équation admet deux solutions réelles distinctes : z; = T etz, =
a
] . . L -b
* Si A=0, alors Iéquation admet une unique solution réelle: z, = —
-b-if-A -b+iy-A
——etz=——.
2a

* Si A <0, alors I'¢quation admet deux solutions complexes conjuguées: z, = B
a

*SiA # 0, alors az? + bz + c=a(z - z,)(z - z,).



| O Exos 4 Les rendez-vous
Méthodes =
lienmini.fr/maths-e01-03 S esa math

@&mk
2@ Utiliser la formule du bindme de Newton

1. En utilisant la formule du bindme de Newton, déterminer la forme algébrique de (1 + i)%.
2. Soit a € R. Pour quelle(s) valeur(s) de a le nombre complexe z = (a + i) est-il un nombre imaginaire pur ?

B Solution | Conseils & Méthodes [N
3 4 kin—k
1.(1+i)* = 1%~
(T+1) Z(‘)(kj i ﬂ

4 4 4 4 4
=| Ot ] B | 122+ Bl +| 140
0 1 2 3 4

=IXTXT+4XTXED+6XTX (=D +4XTXi+1X1x1 ﬂ
=1-4i-6+4i+1=-4

3
2.z2=(a+i) = Zé(i}aki”‘k ﬂ = [3]009 + G]cﬂiz + @]azﬂ + (z)a3i°

=Tx1Ix(-)+3xax(-1)+3xa?xi+1xa?x1 ﬂ

=(-3a+a3)+i(-1+3a2)

ﬂAppquuer la formule du bindbme
de Newtonaveca=1etb=i.

R0 ()

k)" kix(n-k)
Doncid=ixi=-ieti*=i2xi2=1.

CEti2=-1.

ﬂAppquuer la formule du bindbme
de Newton avecaet b =i.

z est un nombre imaginaire pur
si et seulement si Re(z) = 0.

Zestimaginairepur<:>—3a+a3=0 u@C’X(—3+02)=0 ®ecscccsceccscccssscsscccssscsssccscscns .
<:>a=00u—3+02=0<:a=00u02=3<:>a=00ua=—\/§oua=\/§
Donc z est un nombre imaginaire pur si, et seulementsia=0oua=-+/3oua= \/5
En utilisant la formule du binbme de Newton, déter- Soitz € C tel quez=(a- i)3’ avec g € R. Déterminer
miner la forme algébrique de (1 -i)°. la(les) valeur(s) de a pour lesquels z est un nombre réel,

) Exercices 74 a 78 p. 30

sode

2 Résoudre des equations du second degré dans C

Enoncé

Résoudre dans R puis dans C les équations suivantes. a)z2+10=0 b) 22-4z+5=0

ST s Conseils & Méthodes _[RINNINNS

a)z2+10=0<22=-10.Dans R, S = .
Dans C, S={—i\/ﬁ;i\/ﬁ}. ﬂ

b)A=b2—4ac=(-4)2-4x1x5=-4<0 ﬂ

On a une équation de la forme z2 = a aveca < 0.
Donc les solutions dans C sont —i\/|a| eti/|al.

ﬂOn a une équation du second degré a coefficients
réels.Icia=1;b=-4etc=5.0n commence

Dans R, S = &. Dans C, 2, =M=2—i par calculer A,
2x1 ﬂA < 0, donc I'équation admet deux solutions
. . -b-iy-A -b+if-A
—(=4)+i complexes conjuguées : et .
etz2=M=2+i.ﬂDoncdansC,S:{Z—i;ZH}. P Jug 2a 2a
2 X1 ® 0 00000000000000000000000000000000000000000000000 0 )
Résoudre dans R, puis dans C les équations suivantes. BT Résoudre dans R, puis dans C les équations suivantes.
a)z2-5=0 b)z>+5=0 c)z-=-9 a)4z2-20z+25=0 b)2z2-4z+4=0

) Exercices 79 a 82 p. 30
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Cours

e Factorisation et racines d'un polynéme

Polynéme de degré n a coefficients réels et racine
¢ Soit n € N. Un polynéme P de degré n a coefficients réels est une expression s'‘écrivant sous la forme :
P(z)=c,z" + cn_1z"‘1 +...+ c2z2 +¢,2+ ¢y avec ¢y, ¢;, €y, .-+, €, 4, €, des réels tels que ¢, # 0.

e g est une racine de P si et seulement si P(a) = 0.

Factorisationde 2" -a" parz-a

Soit n un nombre entier naturel non nul. Soit a un nombre complexe.

Pour tout nombre complexe z, on a: 2" - a" = (2 - a) X Q(2) avec Q un polynéme de degré au plusn-1.

¢ Démonstration

Pour tout n € N, on considére la propriété P(n) : Démonstration
lienminifr/maths-e01-06  [i

«2"-a"=(z-a)x Q(z) avec Q un polynébme de degré au plusn—1.».
Initialisation:pourn=1,z'-a' =z-a=(z-a) x Q(z), avec Q(z) = 1.

Q est un polyndme de degré 0. Donc la propriété est vraie pourn=1.

Hérédité : soit n € N". Supposons que P(n) est vraie. Montrons que P(n + 1) est vraie, c'est-a-dire :

«z™1 - g™ = (z-a) x R(z) avec R un polynéme de degré au plus n.».

2 g™ = zx 2" - a™ = zx [a" + (z- a) X Q(z)] - a™*" avec Q un polynéme de degré au plus n - 1
=zxad"+2z-a)xQ@)-a™=a"(z-a)+ 2(z-a) X Qz) = (z-a) X [a" + 2x Q(2)]
=(z-a) X R(z) en posantR(z) = a" + zx Q(2).

Qest un polynéme de degré au plus n—1, donc R est un polyndme de degré au plus n.

Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : on conclut que pour tout n € N, P(n) est vraie.

Factorisation d’un polynéme par z-a
Soit P un polynéme de degré n et a un nombre complexe tel que P(a) = 0.

Alors pour tout nombre complexe z: P(2) = (2- a) X Q(2) avec Q un polynéme de degré au plusn-1.

® Démonstration © VIDEO

Soit Pun polynéme tel que P(z) = ¢, 2"+ ¢, ;2™ +... + ¢z + Cor Démonstration T
lienminifr/maths-e01-06  [a] sAyichd

P(2) = P(2) - P(a) car P(a) = 0.

Ple)=c,2"+¢, 12"+ ...+ 22+ 2+ - (C,a" + ¢, a" + ...+ A%+ A+ ).

Pl2)=c,(g"-a" +c, (2" -a" ) +... + (&2 - a%) + ¢, (z-q)

P(z)=c,(z-a)Q,(2) +¢,_; (z-a)Q,_4(2) + ... + ¢;(z- a)Q,(3) + ¢,(z - a) d'apres la propriété précédente, avec

Q, ..., Q, des polynébmes de degré au plusn - 1.

P(2) = (z-a)lc,Q,(2) + ¢, 1Q,4(2) + ... + ,Q,(2) + ;] = (z ~a)Q(2)
en posant Q(z) = ¢,Q,(2) + ¢, ,Q,_(2) + ... + ¢,Q,(2) + ¢;. Q est un polyndéme de degré au plus n - 1.

Nombre de racines d'un polynéme

Un polynéme non nul de degré n admet au plus n racines.

? Démonstration = Apprendre a démontrer p. 26 ElEEqE
E]%-

Démonstration
lienmini.fr/maths-e01-07

Nombre de solutions d'une équation polynomiale

Le nombre de solutions d’une équation polynomiale est inférieur ou égal a son degré.
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2node
En Factoriser un polynome de la forme 3" - a"

Enoncé

Factoriser 23 - i3 par (z - i).

LETT SR Conseils & Méthodes RSN

22 -3 =(z-i)(az? +bz+0) 2" - a" = (z - a) x Q(z) avec Q un polynéme

Or (z-i)az? + bz + ¢) = az® + bz + cz—iaz? - ibz - ic ﬂ de degréauplusn-1=2carn=3.
Développer l'expression, puis identifier les
coefficients.

=az’ + (b-ia)z2 + (c-ib)z - ic

a = ] a =1 a = 1 a =1 ® 00 00000000000000000000000000000000000000000 0 L
b-ia=0 b=ia b=i b=i
Par identification : ) o =S _] =) ' Doncz?-#= (z-i)Z?+iz-1).
c-ib=0 c=ib a=ixi c=-1
—ic=-i3 c=i? c=-1 c=-1
Factoriser 23 - 23 par (z - 2). | Factoriser 23 - (3i)3 par (z - 3i).

) Exercices 83 a 88 p. 30
Sode
5 Reésoudre une équation de degre 3 a coefficients reels

Enoncé
On consideére I'équation 23 - 222 + z-2=0.
1. Vérifier que 2 est une solution de I'équation.
2. Déterminer toutes les solutions de I'équation dans C.

_m .......... Conseils & Méthodes [N

3 2 _ . Nz . -
1.2°-2x2%+2-2=0.Donc 2 est une solution de I'équation. ﬂPour résoudre une équation de degré 3 dont

on connait déja une solution, factoriser afin

2.3 —22? + z— 2 est un polyndme de degré 3. ﬂ
de se ramener a un produit nul.

Pourtout z € C, 23 - 222+ z-2 = (2-2)(az? + bz + 0 ﬂ
(z-2)az? + bz +c)=az’ + bz? + cz-2az2 - 2bz - 2¢ ﬂ
=az? + (b - 20)z%+(c - 2b)z - 2¢

23 -22% + z- 2 un polynédme de degré 3 et 2
est une racine. D'aprés la propriété du cours,
onaz®-2z2+z-2=(z-2)xQ(z) avec Q

a=1 a=1 a=1 un polynéme de degré au plus 2 soit
o |pb-2a=-2 b=-2+2a b=0 Qz)=az>+bz+c.
Par identification : = = , . . .
c-2b=1 c=1+2b c=1 ﬂ Développer l'expression, puis identifier les
== = e=1 coefficients.
Doncz3-222+2-2=0& (z=2)(Z2+1)=0 Un produit est nul si, et seulement si, au
> moins un de ses facteurs est nul.
o z-2=00uz +1=0 o
5 On a une équation de la forme z2 = a avec
©z=2ouzt=-1 E a < 0.Donc les solutions sont —i,/|a] eti/|al.
@z=2o0uz=-iouz=iDoncS={2;~i;ik < ... J
On considére l'équation 23 + 322 + z+ 3 =0. I on considere I'équation 23 - 622+ 112-6=0.
1. Vérifier que -3 est une solution de I'équation. 1. Vérifier que 1 est une solution de I'équation.
2. Déterminer toutes les solutions complexes de I'équation. 2. Déterminer toutes les solutions complexes de 'équation.

) Exercices 89 a 92 p. 30
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Méthodes —_—

lienmini.fr/maths-e01-03 S esdrmna th
yode

5 Résolution d’'équations dans C “3 Cours & p. 20 et Cours 5 p. 22

Enoncé
Résoudre dans C les équations suivantes. On donnera les solutions sous forme algébrique.
a)5-2i+2iz=3z+4 b)z2+1=z
<) z=2xiz+5i-2 d)z*-16=0
ST RO Conseils & Méthodes  SRRSNINS
2)5-2i+2iz=3z+462z-3z=4-5+2 | ] ’
S (-3 +2i)z=-1+2i

On a plusieurs méthodes pour résoudre
une équation.

& Z=—-——i uOn peut chercher a factoriser pour se
13 13 R -
7 4 ° 7 “ramener a un produit nul. .
Donc S =4— - —i;. Seecccssssssscccsssssseccsssssssecssssssssee .
13 13
b)z?+1=zg<22-2+1=0 ﬂ
A=(-1)2-4x1x1=-3.A <0, donc|'équation admet deux solutions complexes conjuguées.

. _—(—1)—i\/§=l_£ietzz=—(—1)+i\/§=l+£i.DoncS={l_£.;l ﬁ.}.
2 2x1 2 2 2 2 2
¢) Posons z = a + ib avec a et b deux réels. ﬂOnaalors iz=ia+i2b=-b +ia. Donc iz =-b - ia
Z=2Xiz+5i-2 e a+ib=2(-b-ia) +5i-2
< a+ib=-2b-i2a+5i-2
Sa+ib=-2b-2+ix(5-2a)
a=-2b-2
‘:’{b=5—2a
a=-2(5-2a)-2
‘:’{b=5-2a
{a=—10+4a—2

o , _—1+2i ﬂOn peut chercher a isoler Iinconnue

z= —3+2i : " “lorsque cela est possible.

PN (-1+2i)(-3 - 2i) - A Lorsqu'on a une équation du second degré,

T (23420 (=3=2i : 7 "on calcule le discriminant et on utilise les .

(=3 +2i)(-3-2i) P o b

o e AR 5 ormules du cours. .

e e SRAI=EI=AT : N o 3

(=3)2 — (2i)2 : ﬂOn peut utiliser la forme algébrique et :

3+2i—6i+4 .~ "poser z=a+ibavecaetbdeux réels,

& Zz=—— . puis identifier les parties réelles et les 3
9+4 1

; ;' E parties imaginaires.

“b=5-2a
-3a=-12 a=4
‘:’{b=5—2a @{b=—3
Donc S = {4 - 3i}.
d)-16=0=(22-4)(z2+4)=0
&22-4=00uz?+4=0

o zZ2=40uz’=-4
DoncS={-2;2;2i;-2i}.

A vous de jouer ! [V

En utilisant la méthode de son choix, résoudre les m En utilisant la méthode de son choix, résoudre les
équations suivantes. 2 équations suivantes.
a)3z-4=iz+5i-1 b)Z=—;+1 a)z=4xXz+4-2i b) (z+i)x 22+ (z+i)x5=0

) Exercices 107 a 125 p. 32
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Sode

2

Etudier une suite de nombres complexes

Enoncé

On considére la suite (z,) définie par z, = 0 et pour toutn €N, z,

1. Déterminer la forme algébrique de z, et z,.

=

= Cours 1 p.14 et Cours 2 p. 16

=Xz, +2.

2. 0On considére le nombre complexe z, = 1 + i et la suite (u,) définie pour tout n € N par u, = z, - 2,.

a) Montrer que pour toutn € N, u, , =ixu,.

b) Montrer que pour tout n € N, u, = (-1-1i) xi" a l'aide d’'un raisonnement par récurrence.

<) En déduire I'expression de z, en fonction de n.
d) Déterminer la forme algébrique de z, .

il solution

1.2y=ix2+2=ix0+2=2

Zy=iXZ +2=1x2+2=2+2i

2.a)Pourtoutn ENu, ;=2 -3, ﬂ
=ixz, +2-(1+i)
=ixz +2-1-i
=ixz +1-i

Oru,=z -zydoncz =u +z,=u +1+i ﬂ

Doncu, ,=iX(u,+1+i)+1-i

=i><un+i+i2+1—i

i 2
=ixu caric=-1

® eevcsccsccoe conseils & MéthOdes llllllllllll

Onaz, ,=ixz,+2. Remplacer n par la valeur

que l'on veut.lcin=0, puisn=1.

Pourtoutn € N, u, =z, - z,.
On peut donc remplacer n par lI'entier naturel

que l'on veut. Ici on choisit n + 1.

On exprime z, en fonction de u, puis
on remplace dans l'expressionde u,, ;.

Le résultat ressemble a celui des suites
géométriques. Mais nous ne I'avons pas
démontré avec les nombres complexes. Nous
allons donc le démontrer par récurrence.

Eamxn = (a™",

b) Pour tout n € N, on considére la propriété P(n) : « u, = (=1 —1i) xi" ». H

Initialisation : pour n =0, uy=2,-2,=0-(1+i)=-T-iet(-1-i)xi%=-1-1i.

Donc uy = (-1 -i) x i° donc la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est vraie et montrons que P(n + 1) est vraie.

Onau,,,;=ixu,

=ix(-1-i)xi" d'apres |I'hypothése de récurrence.

=(=1-i)xim

Donc P(n + 1) est vraie.

Conclusion : on conclut que pour tout n € N, P(n) est vraie, c'est-a-dire u, = (-1 -1i) X i".

) Pourtoutn EN,u, =z -2z,.Doncz, =u, +z, Doncz =(-1-i)xi"+1+i.
d) 2,00 = (-1-1)xi1%+ (1 +i). Ori2=-1.Donci'% = (230 = (-1)*0 = 1. aDonczmo= (-1=i)xT+1+i=0.

A vous de jouer ! |l

@ On considere la suite (z,) définie par z, =0 et pour
toutn €N,z , =ixz, +2i

1. Déterminer la forme algébrique de z, et z,.

2.0n considére le nombre complexe z, = -1 +i et la suite
(u,,) définie pour toutn € N paru, =z, - z,.

a) Montrer que pour toutn € N, Uy =iXup.

b) Montrer que pour toutn € N, u, = (1 -1i) xi",

¢) En déduire l'expression de z, en fonction de n.

d) Déterminer la forme algébrique de z,.

m On considere la suite (z,) définie par z, = i et pour

1
toutneN, z, ,=1-—.
Zn
1. Déterminer la forme algébrique de z, , z, et z.

2. Démontrer par récurrence que pour toutn €N, z; = z.
3. En déduire la valeur de z,.

) Exercices 126 a 129 p. 33

1 - Nombres complexes : point de vue algébrique et polyndémes
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Exercices (apprendre a démontrer ol

IEY LT EEL T DL Nombre de racines d'un polynome @ L J E N

Pes inalhie
Un polyndme non nul de degré n admet au plus n racines. |

© On utilisera un raisonnement par récurrence. On admettra que si a est une racine d'un polynéme Q
de degré n, alors Q(z) = (z— a) X R(z) avec R un polynéme de degré au plus n- 1.

» Comprendre avant de rédiger

Testons la propriété pour n = 2. Un polyndme de degré 2 est un polynéme de la forme Q(z) = az? + bz + ¢, avec q,
b et c trois réels, tels que a # 0. Selon le signe de A = b? - 4ac, Q admet deux racines réelles (si A > 0), une racine
réelle (si A = 0) ou deux racines complexes conjuguées (si A < 0). Donc Q admet au plus deux racines.

» Rédiger

Etape @ La démonstration rédigée

On identifie la propriété a démontrer par récurrence. ﬁ Pour tout n € N, on considére la propriété
P(n) : « Un polynéme non nul de degré n
Etape @ admet au plus n racines. »

Pour l'initialisation, on montre que P(0) est vraie.
ﬁ Initialisation : pour n = 0, Un polynéme de degré

Une fonction polynéme de degré n est une fonction R R
nul est un polynéme constant. Un polynéme

delaforme Q@) =c,2"+¢, 12"+ ..+ ;22 + 1z + ¢,
avec Cg, €1, Cor +e0r € ¢, des réels tels que ¢, # 0.

1 Cnqr
Etape @

Pour I'hérédité, on considere un entier naturel n et on )

suppose que P(n) est vraie. Il faut alors démontrer que
P(n + 1) est vraie. « Un polynéme non nul de degré n + 1 admet au

plus n + 1 racines. »

constant non nul n’admet aucune racine. Donc
la propriété est vraie pour n = 0.

Hérédité : soit n € N. Supposons que P(n) est vraie
et montrons que P(n + 1) est vraie, c'est-a-dire :

Etape @

On fait une disjonction de cas :

soit Q n'admet aucune racine, 01123 ;

soit il admet une racine. 7 LGE oot Si Q admet une racine a, alors Q(2) = (z— a) X R(2)
ou n racines N ,

Si a est une racine de Q, alors avec R un polynéme de degré au plus n.

on factorise Q par z - a.

Au plus n racines Soit Q un polynéme de degré n + 1.

signifie ) Si Q n'admet aucune racine, alors P(n + 1) est vraie.

Etape @ 3y bracnede Qe (b-a)xR(b)=0
b est une racine de Q si, et seulement si, Q(b) = 0. e b-a=00uRb)=0
On reconnait un produit nul, puis on utilise I'hypothése e b=aouR(pb)=0

de récurrence. )
Or R admet au plus n racines. Donc Q admet au plus

RIS L ETS n + 1 racines. Donc P(n + 1) est vraie.

. Conclusion : on conclut que pour toutn € N,
Etape @ a P(n) est vraie, c'est-a-dire un polynéme non nul
On conclut pour tout entier naturel n de degré n admet au plus n racines.

P Pour s’entrainer

Soit (z,) la suite définie par z; =1 +ietpourtoutn €N, 2, = Z

Démontrer par récurrence que pour tout entier naturel n, z,, = z,.
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