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M Les rendez-vous
Prérequis

lienmini.fr/maths-c06-02 Sesamath

4 B Calculer des aires

a) Déterminer un encadrement de |'aire exprimée en unités d'aire pour chaque
figure ci-dessous.

Fig. B

I:' Unité d'aire

b) Ecrire les formules des aires des figures suivantes.
G

) Déterminer graphiquement le signe d’une fonction
On considere les fonctions f et g dont
une représentation graphique est tracée
ci-contre.
Déterminer graphiquement :
a) le signe de la fonction fsur [-3 ; 4],
b) le signe de la fonction g sur [-3; 4],
<) la position relative de 6, par rapport a ((ég
sur[-3;4].

L) Déterminer le signe d’une fonction

On considére les fonctions f: x f: x> x2 + 2x -3 et g : x— x — 1 définies sur
I'ensemble des réels.

1. Etudier le signe des fonctions f et g sur I'ensemble des réels.

2. Etudier la position relative de 6, par rapport a <6g sur l'ensemble des réels.

') Déterminer une primitive

Déterminer une primitive des fonctions suivantes.

2x
a)f:x'—>5x4—x3+x b)ngm
1 3
Q) k:x— —— d) h(x)=x2ex *1
3-2x
1 * 3x
i(x)=—surR f) k(x)=
e) j(x) ~ Surk; ) k(x) pEa
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Activites

Algo _'.55& Théme
Evaluer l'integrale d'une fonction contlnue positive

A » Aire sous la courbe d’une fonction
Dans chacun des cas, donner la valeur de 'aire sous chacune des courbes entre les abscisses 0 et 4, en unités d'aire.

aftg=x 4y ZB/ b) ) =05x+1 47 Af(x)=y4-(x-27 W
3 3L B~ 31
2 2 2+ —
1 D 1 /_ N
A C X A C x Dl | \cx
A 123 4 o 1234 o 1234

B » Approximation de l'aire sous la courbe par la méthode des rectangles
On considére la fonction f définie sur [0 ; 24] par —xln(%) +1In(10) représentée en bleu ci-dessous. Pour estimer

I'aire sd sous la courbe de fentre 0 et 24, on découpe l'aire de deux maniéres différentes.

\ . . ; .
1o J Etape 1 1ol Etape 2 to Y Etape 3
8+ 8-+ 8-+
% % %

61 f 6. f 6 f

4t 4t 4-

27 2 /// 21 /

LTI 7777 TR 77707 707 . Y 77777777 X % / .///.//,]x
o 246 81012141618202224 0 2 4 6 81012141618202224 o 246 81012141618202224

1. Proposer un schéma de I'étape 4 puis décrire la construction des rectangles.

2.0n note U, la somme des aires des rectangles hachurés et V, la somme des aires des rectangles colorés
a l'étape n. On a donc U, = 24 x f(24) et V, = 24 x f(0). Exprimer U, et V, en fonction de f, puis U; et V5.

3. Lintervalle [0 ; 24] est maintenant découpé en 12. Comment pensez-vous que les deux suites (U)et(V,)
évoluent ? Et si le découpage augmente, que se passe-t-il ?

4. Proposer un programme Python a permettant de déterminer U, et V,. Que peut-ondirede lim U, et limV, ?

Xx+>00 x+>00

24
(CRemarque Ce nombre, correspondant a l'aire s, se note jo f(x)dx.

1
C» Déterminer J x?dx par la méthode des rectangles

On considere la fonction g(x) = x2 sur [0 ; 1] et les suites (U,) et (V) représentant les suites des sommes des
rectangles définis comme precedemment.

1
1. Modifier le programme Python pour proposer une valeur approchée de joxz dx.

n
2.0n admet que pour toutn € N": Y'k? = w
k=1

a) Exprimer U, et V, en fonction de g, puis U, et V, et enfin U et V.

2492432 2
b) Démontrerqueunz1 *2 43 -|3-...+(n " En déduire que U _(n+1@n+1)
n n 6n2
2 2 2 2 _ 3
c) Démontrer queV = V+27+3°+.+n . En déduire queV. = w
n n3 n 6n2

1 1
3. Justifier l'encadrement U, < .[oxz dx <V, pour tout entier n = 2. Déterminer ngz dx en appliquant l'enca-

drement avec n trés grand.

> Cours 1 p. 142
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203 min
~
n Relier les notions d’intégrale et de primitive
A » Intégrale d'une fonction affine
On consideére la fonction f(t) :%t + 2 sur R*. M est un point de I'axe des abscisses de 4__)/
coordonnées (t; 0) et N le point de la courbe de f d’abscisse t. 3L /N+/
1. Montrer que l'aire s4(t) du trapéze AMNB est égale a g{(t) = %tz +3t. 2“B
2. Exprimer a I'aide d’'une intégrale cette aire sous la courbe de la fonction fentre O et t. A M, x
3. Calculer la dérivée de la fonction s{. Quel lien peut-on faire entre la fonction fet o4 ? o0 12 3 4

B » Intégrale de la fonction racine carrée

On consideére la fonction f définie sur R, par f(t) = Jt et dont la courbe représentative est notée €. Soit un réel
x>0, on désigne par ¥ la surface sous ¢ pour 0 < t < x. On note (x) I'aire de la surface & .

1. Justifier la notation #(x) = Jgﬁ dt.

2. Soit h un nombre réel tel que x+h ER,.
a) Si h > 0, représenter l'allure de 6 ainsi que la surface d'aire s (x + h) — s(x).

h) —
b) En encadrant cette aire, démontrer que \/; = M <.x+h.

c) Déterminer de méme un encadrement de w

lorsque h < 0.
3. Démontrer que x+— A (x) est dérivable pour tout x > 0 et en donner la fonction dérivée.

Que peut-on alors dire de la fonction x — j:\ﬁdt ?

= Cours 2 p. 144
J

b
15% min

B Valeurs moyenne d'une fonction

Pendant ses vacances dans une station de ski, Sam reléve la quantité d’eau qui est ~ Température Quantité d'eau

tombée ainsi que les températures grace a une station météo qui affiche le graphique ~ en°C par jour
suivant. yus \
1. Voici le relevé des quantités d'eau de pluie par jour. 3+ 1 |60
Jour 12 3 4 | s T 0
1+ 20
Quantité d'eau en mm 12 24 52 64 8 ST =
1 2 3 4 5

a) Quelle est la valeur moyenne de cette série ?
b) Donner l'interprétation géométrique de la valeur moyenne.

2. La courbe des températures est modélisée par la fonction f définie par 1,2 + cos(x) sur [0 ; 5].
a) Exprimer l'aire sous la courbe.

b) Quelle est la hauteur du rectangle de longueur 5 qui a la méme aire que celle sous la courbe ? Par extension,
ce nombre est la valeur moyenne de la fonction f sur [0 ; 5].
“» Cours 2 cp. 146
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Cours

0 Intégrale d'une fonction continue positive

bR Unité d’aire
Dans un repére orthogonal (O ; i f'),

I'unité d'aire, notée u.a., est lI'aire du rectangle ayant pour c6té [Ol] et [OJ]

Exemple )
Dans le repére orthogonal (O ; 7, j) ci-contre, I'unité d'aire est l'aire du u.a
rectangle OIKJ.SiOl=3cmet OJ=1cmalors 1 u.a.=3 cm?.

(0]

Intégrale d’une fonction continue et positive sur un intervalle
Soit fune fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b].

Lintégrale de a a b de la fonction f est I'aire de la surface (aussi appelée domaine sous la courbe de fsur
[a; b]) délimitée par :

elacourbe, el'axe desabscisses, e les droites d'équations x = a et x= b, exprimée en unité d'aire.

b
On la note J.a f(x)dx.

Exemple o 1
Soit fla fonction constante définie par f(x) = 2. “
3 T
Alors _[_1f(x)dx=Aire(ABCD) =2%x4=8u.a. A , | Bl x
1o 1 2 3
(CRemarques

b
@ Ja f(x)dx est un nombre réel positif.

@ faf(x)dx = 0 car cette intégrale est I'aire d'un segment.
a

b
® L f(x)dx ne dépend que des valeurs de g, b et f. La variable x est dite « muette » on peut la remplacer par

une autre lettre : _[:f(x)dx = J.:f(t)dt = j:f(u)du. .

Méthode des rectangles inférieurs et supérieurs
Soit fune fonction continue et positive sur un intervalle [a; b]. On partage l'intervalle [a ; b] en n intervalles
de méme amplitude et on construit des rectangles « inférieurs » et « supérieurs ». On note &, , resp. s,

. . b
l'aire des rectangles inférieurs (resp. supérieurs). Alors lim s, = lim s =I f(x)dx.
n—+ow n—+ow a

b
De plus, si la fonction est monotone : s4; < L flx)dx<sd .

¢ Exemple Pourn=4 )
o, [ feadx oA,
2 ) 2 ) 2 i —
ik _—
1 1 1
1 1 x 1 1 1 x x
of 1 2 3 4 of 1 2 3 a of 1 2 3 4

142



| © Exos 4 Les rendez-vous
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S0de
=W Déterminer une intégrale par calcul d'aire

Enoncé

Calculer les intégrales suivantes.

a) I:O,Sxdx b) I:‘z(3 -0,5x)dx
[ Sciion 1 P Corseis & wetnoces

a) On trace la courbe représentative de f définie par f(x) = 0,5x ﬂ ﬂTrace’r la coyrbe

sur [0 ; 6] et f est une fonction linéaire continue et positive ¥ B ¢ representative

sur[0; 5] 3 // . de fon€t|on fdans :
6 5 1 un repére orthogonal

Jo 0,5xdx est donc I'aire du triangle rectangle OAB. ﬂ ; :  etidentifier
6 OAxOB 6x3 0 Al x ¢ le domaine sous

D'ou jo 0,5xdx=——"= o 9. ] 2 la courbe.

b) On trace la courbe représentative de g définie par
g(x) =3 -0,5x sur [-2 ; 4] et on identifie le domaine
sous la courbe.

ﬂVériﬁer que la fonction :

.~ “estcontinue et 3
positive sur lintervalle :
défini par les bornes

4
g est continue et positive sur [-2 ; 4] etj 3-0,5xdx - 20 de lintégrale 3
"ai ¢ 2 210 1 2 3 4 grale. :
est |'aire du trapéze ABCD. ﬂ : ﬂ Determier [aire
4 :
D'Ol\JJ. (3—0,5x)dx= ADX(AB+DC) _ 6X(4+1) =15, ﬂ : du domaine sous
-2 2 2 la courbe

CalculerJ.ZSZx dx. | ﬂ Calculer.|‘__41 -2u-1du.

) Exercices 29 a 34 p. 152
yode
En Estimer une intégrale par la méthode des rectangles

Enoncé

6
En divisant l'intervalle [1; 6] en 5 intervalles de méme amplitude, encadrer L In(x)dx. s P —
onseils & Méthodes

m 1 ﬂTracer la courbe

ﬂ y y .~ représentative
2 —— 2 ¢ defonction
1 - 1 —— ¢ fettracer
X e x les rectangles .
] . inférieurs ]
of/1 23456 of/1 23145 6 L uperiours. :
A;=0+In(2) +In(3) +In(4) +In(5) A =In(2) +In(3) +In(4) +In(5) + In(6) ﬂCaIcuIer Iaire
&Qi =In(120) gﬁs =In(720) . " “desrectangles
¢ «inférieurs » :

B On en déduitin(120) < [[ f(x)dx <In(720).

A vous de jouer ! [V

En divisant l'intervalle [1; 6] en 10 intervalles égaux, . +1)(2x+1
L3 Jenaim JdL 9 D% soitre 2241 g M0+ D2 4T
encadrer_[ In(x)dx. 6 )

! Diviser [-2 ; 2] en 10 intervalles égaux, estimer J_sz dx.

) Exercices 35337 p. 152

:  et«supérieurs ».
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Cours

9 Intéegrale et primitive

(@) Fonction positive
Existence d'une primitive [ovipEo 4

Soit fune fonction continue et positive sur un intervalle [a; b]. Démonstration e
lienmini.fr/maths-c06-04 o fa

La fonction F définie sur [a; b] par F(x)= j:f(t)d: est dérivable sur [a; b]

et a pour dérivée f.

(CRemarque La fonction F est la primitive de fsur [a; b] qui s'annule en a.

Condition suffisante d’existence d’une primitive d’une fonction

Toute fonction continue sur un intervalle de R admet des primitives sur cet intervalle.

(CRemarque Ce théoreme ne donne pas directement une expression explicite de F(x).
Exemple

La fonction In est continue sur [1; 20], donc In admet des primitives sur [1 ; 20].

La fonction F définie sur [1; 20] par F(x) = J?In (t)dt est la primitive de la fonction In qui sannule en 1.
Calcul d’'une intégrale a I'aide d’une primitive
Toute Soit fune fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b]. Soit F une primitive de fsur [a ; b].

Ona j:f(x)dx = F(b) - F(a). On notera communément [F(x)]z =F(b)-F(a).

Démonstration
Pour tout élément a € [a; b], les fonctions x +— fo(t)dt et x— F(x) — F(a) sont deux primitives de fqui
a

s'annulent en a. Elles sont égales et le calcul de l'intégrale ne dépend pas de la primitive choisie.

(®) Fonction continue
Généralisation de la définition de l'intégrale

Soit fune fonction continue sur un intervalle [a ; b] et F une primitive quelconque de fsur [a ; b].

b
Lintégrale de fentre a et b est le nombre réel défini par _[a f(x)dx = [F(x)]z =F(b) - F(a).

(CRemarque La méthode des rectangles s'applique a toute fonction continue.

Relation de Chasles

b
Soit fune fonction continue sur un intervalle [a; c]. Soitb € [a; c].On a j:f(x)dx = L f(x)dx + J;f(x)dx.

I Démonstration

(9 c b c b c
[} feardx = [F)]; = F(c) - Fla) = Flc) - F(b) + F(b) - Fla) = [Fx)], +[F(x)], = | flx)dx + [ flx)d

a

(CRemarque Sifest continue et positive et a < b < ¢, la relation de Chasles est la simple traduction de
I'additivité des aires de deux domaines adjacents.

b
g = by + 5y 0u [ Fx)dx = [ Fx)dx + [ F(x)dxe

totale
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Meéthodes =
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2ode
<
2 Calculs d’integrales avec les primitives des fonctions usuelles

Enoncé
Calculer les intégrales suivantes. : "
o Conseils & Méthodes
2 g 0 gggd (ONSEIS K MENN0Tes |
a)j (-x2 +3x +4)dx b)j x g
+2x ﬂ Chercher une primitive de f
N Solution B e 5
ﬂCaIcuIer I'intégrale c'est calculer
a) La fonction x+— —x2 + 3x + 4 admet pour primitive la fonction F(4) - F(-1).

1,3 4 1, 3 * 269 : ~ i
(s o _§x3 +Exz 545 ﬂ J 1(—x2 +3x+4)dx :[—§x3 " Exz " 4x] S ﬂ : ﬂUn candldatgrlrrglve estin(v). :
3 (In(w(x) =5 dotune :
x+1 : rimitive de’; ;+2x :
b) Soit h définie sur [1; e] par h(x) = Toon On reconnait une expression P g .
X< +2x . .
ressemblant a avec v(x) = X% + 2x et V/(x) = 2x + 2 = 2(x + 1).Donc une primitive est : ﬂCaIcuIer H(e) - H(1). :

v

H:H(x)= % X In(x? +2x) est une primitive de h. ﬂ

e x+1 1 ) ¢ 5 1 1
L x2+2xdx=[5xln(x +2x)]1 = xIn(e? +2¢)- - xIn(2)=T+e~~In2 u

A vous de jouer ! Jl.

E] Calculer les intégrales suivantes. n Calculer les intégrales suivantes.
33x2 -1 2 1 1
a -1?%dx b S x
)_[ ) v dx a) L Gx 3] dx b) jOer dx

) Exercices 38 3 41 p. 152

\‘S\Ode
5 Utiliser la relation de Chasles

Enoncé Conseils & Méthodes
-x+1 six<0
Soit la fonction f, continue sur R et définie par flx)=y . DetermlnerJ. F(x)dav.: ﬂ Décomposer
N solution W € six=0 lintervalle
¢ dintégration [-3; 5]

en intervalles sur
lesquels la fonction  :

f est une fonction continue sur R, elle est donc intégrable. Jif(x)dx = J._03f(x)dx + ij(x)dx ﬂ .

o 0 X2 0 :  nechange pas
'[_3f(x)dx = I_3(—x +1)dx = {—7 + x} =75 ﬂ : d'expression.
=3 ﬂ Calculer chaque
5 5 5
- - B = =5 2 - 5 : intégrale séparément.
Iof(x)dx—joexdx—[ex]o—e =1 ﬂ Onen dedwtj_3f(x)dx-6,5+e . : Ime ? ...... p .........
'I . <] . — . .
Calculer I’intégrale_[ f(t)dt avec f(x) définie par : BEN soit fdéfinie sur = [-1; 1] par:
- : 025543 six<0
xHx+1si—1$x$0etparx'—>—15i0sxS1. T |2x+3 six=0
X+

Calculer l'intégrale de fsur I.
) Exercices 42 a 44 p. 153

6 - Calcul intégral
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Cours

(©) Valeur moyenne d’une fonction

Valeur moyenne

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a ; b], on appelle valeur moyenne de f sur [a ; b] le nombre

b
réel p. tel que: = ﬁjﬂ f(x)dx

(CRemarque Interprétation graphique dans le cas d’une fonction J ) =fx)
continue positive

Lorsque fest une fonction positive, on peut dire que I'aire sous la courbe

de la fonction fentre a et b est donc égale a I'aire du rectangle ABCD de D j C

«largeur » b —a et de « hauteur » l1. %Z%%y J=H
x

A@;0) O i B(b;0)
Valeur moyenne

Soit f une fonction continue sur un intervalle [a; b] et . la valeur moyenne de f sur[a ; b].

Alorsa<p <b.

e Calculs d’aires a l'aide des integrales

Aire sous la courbe d’une fonction continue et négative
Soit fune fonction continue et négative sur un intervalle [a; b] et C sa courbe représentative.
L'aire du domaine 9 délimité par la courbe %, I'axe des abscisses et les droites d'équations x=a et x=b est

b
égale a —L f(x)dx (exprimée en unités d'aire).

¢ Démonstration
Par symétrie, I'aire du domaine % est égale a I'aire du domaine E, c’est-a-dire |'aire sous la courbe de la
fonction g définie sur l'intervalle [a; b] par g(x) = —f(x). g étant continue et positive, I'aire de & est donc égale
b
a :j g(x)dx (exprimée en u.a.). J
a
%
La primitive de g, G, est égale a l'opposé de la primitive de F: G=-F. 7 p
b b / é
Ja g(x)dx=G(b)—G(a)=—F(b)+F(a)=—(F(b)—F(a))=—_[a f(x)dx - ol :bx
\Q/
(gf

IOIEEY  Aire entre deux courbes

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle | telles que f(x) < g(x) pour tout x € [a; b].
L'aire du domaine délimité par les courbes représentatives des fonctions f et g et les droites
d'équationsx=aetx=bestégalea:
b
[ (gx) - Flx))dx
exprimée en unités d'aire.

Exemple

Soit fet g définies sur 10 ; +o¢[ par f{x) = x et g(x) = x¥*. Comme pour toutx € [0; 1], on ax < ¥,
I'aire du domaine délimité par<6f,<6g et les droites d'équation x=0etx=1est égalea:

2,37
&Q(D)=J‘1(x—x2)dx= x——x— = — u.a
0 2 3 o 6
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Meéthodes Y Ap——E—
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sode
2 Déterminer la valeur moyenne d’une fonction

Enoncé
1 B Conseils & Méthodes [

Soit f la fonction définie sur R par f(x) = —. g B
x Appliquer la formule de la

1. Déterminer la valeur moyenne m de la fonction f sur [2 ; 5]. moyenne.

2. Donner une interprétation géométrique.

i Solution

: 1 s ST, o o (5 1.5
1. fest contmue,m—aszzdx. ﬂOr _L de—[ln(x)]2 —In(ij doncm—glnz.

ﬂ Vérifier que la fonction f est
positive pour interpréter la
valeur moyenne.

2. La fonction f est positive. ﬂ La valeur moyenne calculée est la longueur d'un rectangle de largeur 3 qui a la méme aire

que le domaine sous la courbe sur [2 ; 5].

A vous de jouer ! [V

4
@ Déterminer la valeur moyenne de la fonction m Calculerj f(x)dx sachant que la valeur moyenne
t—e1%sur[o0;2]. !

defsur[1;4]estégalea2. w) Exercices 45 a 49 p. 153

yode
2 Calcul d’aire a l'aide d’une intéegrale

Enoncé

Soit f définie sur R par f(x) = x2 - 4. Calculer :
a) I'aire s comprise entre la courbe et I'axe des abscisse entre
les droites d’équations x=-2 et x = 2.

b) I'aire B comprise entre la courbe et I'axe des abscisse entre
les droites d’équations x=-5etx=1.

C ils & Méthod
a) fest négative entre -2 et 2. ﬂ A= —J._Zz(x2 - 4)dx ﬂ ee sseeces 0NSells & Methores [ .

ﬂ Déterminer le signe de f(x) entre -2 et 2.

3
Une primitive de x* — 4 est x? — 4x donc

2, * T 8 8) 32
.Sﬂ-=—J._2(X —4)dx=—[?—4x]_2=—(—8+§j+[8—§)=?_

b) f est positive sur [-5 ; -2] et négative sur [-2; 1]. ﬂ

ﬂ Ecrire I'égalité entre aire et intégrale.
f étant négative, c'est I'opposé de
I'intégrale de f qui est égale a l'aire
Décomposer l'intervalle [-5; 1] en
sous-intervalles sur lesquels la fonction
est de signe constant, puis calculer
I'intégrale ou son opposé sur chacun
des intervalles.

5 ; e =2 e 1
B=[ (¢ -)dx- [ (¥ - 4)dx R- [? - 4x} - [? - 4x] 3 =36.

=5 -2

A vous de jouer ! [V

3
e g 1 . . 3 1
Soit f définie sur R par f(x)=—. Soit g définie sur R par g(x) = —( Zx - 5) +1.
x
Calculer I'aire comprise entre la courbe et I'axe des 1. Montrer que la solution de g(x) =0 est x = 2.
abscisses entre les droites déquations x = -5 et x = -3. 2. Calculer l'aire comprise entre la courbe et I'axe des

abscisses entre les droites d'équations x=-3 et x = 4.
> Exercices 50 a 52 p. 153
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sode

s .
[B Calculer une aire entre deux courbes

Enoncé
Soit f et g deux fonctions définies sur R par :
flx) =x? -4 etg(x) = (x2 - 4)(x+1).

Déterminer l'aire &4, en u.a., du domaine compris entre
les courbes représentatives de f et de g sur l'intervalle [-2; 2].

fi) - g9 =2 - 4 (2= 4+ 1)
flo) = g(20) = (x2 = 4)(1 - x - x)
fx) = g(x) = =x(x* - 4)

On en déduit le tableau de signes suivant.

x -2 0 2

P-4 0 e 0
-x + 0 -

flx)-glx) O - 0 + 0

‘€f est au-dessus de (69 sur [0; 2] et en dessous sur [-2 ; 0]. ﬂ
st = [ (g lDdx + [ () - g
A= f;x(x2 -4+ j: ~x(x? - 4ydx B

[ o]
4 -2 4 0

_(—4)2_ﬁ+ [ G
4 4 4 4
A =8u.a.

A vous de jouer ! JlL

Soit fet g deux fonctions définies sur R par:
flx) =x2 -1

etglx)=x+1.

Déterminer |'aire 4, en u.a., du domaine compris entre les
courbes représentatives de fet g sur l'intervalle [-1; 2].

Meéthodes
lienmini.fr/maths-c06-03

Les rendez-vous
Sesamath

= Cours 3 p. 146

- [ Déterminer le signe de f(x) - g(x)
.~ "pour connaitre la position relative

des deux courbes.

Ecrire une égalité entre intégrales et aire

en décomposant l'intervalle initial suivant

le signedef-g.
Calculer les intégrales.

o rreme s

Soit fet g deux fonctions définies sur R par :

flx) =0,25x%2 - x -3

g(x) =-0,5x2 —x+9.
Déterminer l'aire 54, en u.a., du domaine compris entre les
courbes représentatives de fet g sur l'intervalle [-4 ; 4].

) Exercices 69 a 73 p. 155



Les rendez-vous
Meéthodes =
lienmini.fr/maths-c06-03 SESamath

50de

‘0

Interpréter une mtegrale

Enoncé

On considére la fonction f définie sur l'intervalle [0,5 ; 18] par : f(x) =

(résolus

= Cours 3 p. 146

4In(3x+ 1) -x+ 3.

4 2
1. On note F la fonction définie sur l'intervalle [0,5 ; 18] par : F(x) = §(3x +DIn(3x +1) - x? - X.

a) Vérifier que F est une primitive de fsur [0,5 ; 18].

8
b) Calculer la valeur exacte de l'intégrale L f(x)dx et donner une valeur approchée de cette intégrale a 107" pres.

2.0n admet que le bénéfice réalisé par une entreprise lorsqu’elle fabrique x centaines de pieces est égal a f(x),
en milliers d’euros, pour une production comprise entre 50 piéces et 1800 piéces.
Déterminer la valeur moyenne du bénéfice lorsque la production varie entre 100 et 800 piéces. On donnera

une valeur approchée de ce bénéfice a 100 euros prés.

il solution

2
1.a) F(x)= %(3.}6 +DIn(Bx +1) - x7 — x est dérivable sur [0,5; 18] et

F'(x)=—

3 2x
3% + 1) 4nGx - 2% 1
( X G- T |

Fx)=4+4InBx+1)-x-1
F'(x) = f(x)
F est une primitive de fsur [0,5; 18].
100 1

B) [} f(x)dx = F(8) - F() = —=In (25)- = 8- —In( e+

[*fx)dx = 61,4210 pres.

D’aprés Bac ES 2012

....... Conseils & Méthodes il

ﬂOn calcule la dérivée de F

ﬂOn étudie les unités du probléme.
b i=d Théme 1

@1 (25) - —In(4) 38,5.

2. x est exprimé en centaines de pieces donc une production entre 100 et 800 pieces correspond alsxsS8. ﬂ

1 100

La valeur moyenne de la fonction fest égale a . = —j f(x)dx ou encore . = = —In (25) - —In (4)-38,5

f's'exprime en milliers d'euros donc 1 = 8,772 755 milliers d'euros ou . = 8 772,755 euros. ﬂ

Une valeur approchée de ce bénéfice a 100 euros prés est 8 700 euros.

A vous de jouer ! [V

L' entreprise NVIDIO, spécialisée dans la fabrication
de cartes graphiques, contréle la qualité des condensa-
teurs. D’apres le cahier des charges, un condensateur est
supposé conforme si I'énergie consommeée est inférieure
a 20 J. Cette énergie (en Joules) correspond a l'aire de la
surface sous la courbe de la puissance instantanée p
(exprimée en Watts) entre 0 et 10 secondes. Expérimen-
talement, on établit que la puissance instantanée d'un
condensateur est donnée par la fonction :
f(t) = 20te™.

1. Montrer que F(t) = (-20x - 20)e™™ est une primitive de f.
2. Les condensateurs ainsi fabriqués correspondent-ils
au cahier des charges ?

On note f la fonction définie sur [0 ; +o[ par :
f(x) = (x + 8)e™02x,

La fonction f modélise la demande d’'un produit infor-
matique. f(x) représente la quantité, en milliers, d'objets
lorsque le prix unitaire est de x centaines d'euros.
1. Etudier les variations de f
2. Montrer que F définie par :

F(x) = (-2x — 20)e 05
est une primitive de f sur [0 ; +oo[.
3. Calculer la demande pour un un prix unitaire de
200 euros a un produit pres.
4. Déterminer la valeur moyenne de la demande, a 10
produits pres, pour un prix compris entre 200 et 400 euros.
D’apres bac ES Liban juin 2008
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~ ” O VIDEO
Exercices (3pprendre a démontrer

La propriété a démontrer

Soit fune fonction continue positive et croissante sur [a ; b].

Déterminer la dérivée de la fonction F,ix— _[:f (t)dt.

© On souhaite démontrer la propriété.

» Comprendre avant de rédiger
On ne peut pas utiliser les théorémes de dérivation classique. On revient donc a la définition de la fonction dérivée.

F +h)-F

On détermine lim a(%g +h) = Fy(xo)
h—0 h

signifie que la fonction F, est une primitive def.

» Rédiger

Etape @) On siintéresse a la limite a droite. La démonstration rédigée

. Cette limite est obtenue en calculant la limite a gauche puis a droite. Cela

Ix°+hf(t)dt correspond a l'aire de la surface% Soitx, € [a; b] eth # 0O tel +h € [a;b]
. p oitx, € [a;b] e el que x, a; bl

rerdbnede e (5, Sih > 0:d'aprés la relation de Chasles, on a :x .

x,+h

F, (g +h) = F () = [ 7 foydke [ - ff(t)dt= | fodt.

flo,+h) -

g [j========2 % :ﬁ hf(t)dt fest croissanti, on al'encadrement suivant:
{ 1" %o X+
7 hf(xp) = [ F(t)dt < hf (xy + )
o| a X, x,+h %
F (xq+h)-F (x
Par croissance de f, l'aire de la surface sous la Dot f(x,) < M$ f(xq +h).
courbe de f entre x,, et x, + h est encadrée par ) )
I'aire du rectangle de dimensions h et f(x,) et f est continue, f!'_rl‘of(xo +h)=f(x).
celle du rectangle de dimensions h et f(x0 + h). Ainsi,
F(xy+h)—F
i B0 D)

h—0* h

Etape @) On s'intéresse a la limite & gauche. =) Sih<0:d'apres larelation de Chasles, on a:
. 5 x,+h
Cette fois x; + h <x;, on obtient un encadrement F(xg)—F,(xo+h)= _L f(t)dt.

x,th .
de .[xo f(t)dt par une aire de rectangle. f est croissante, on a I'encadrement suivant :

hf(xy +hy=<- Lh F6)dt < ~hf(x,)
Fq(x0 +h)- Fa(xo)

fxg +h) < - < f(x, et donc
x
0| ax,+h x, iy a0+ M)~ Fy (%) - ).
h—0- h
Etape @ “ La limite a gauche est égale a la limite a droite de 0 donc
F (a)=| f(t)dt=0,F estla F(x.+h)=F (x
Otz a ‘[" ¢ lim M = f(x,)- Ainsi F est dérivable en
primitive de f qui sannule en a. h—0 h

Xy et Fi(x,) = f(x,). F, est dérivable sur [a; b] et F; = f.

P Pour s’entrainer

Démontrer le théoréme d'existence d'une primitive dans le cas ou la fonction est continue, positive et décrois-
sante sur l'intervalle [a; b].
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