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Existence de primitives
Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?

a) La fonction x— ,/x? -4 admet des primitives sur
12; 4o,

b) Toute fonction dérivable sur un intervalle | admet des
primitives sur I.

Primitivesdex",n€ Z,n # -1
Pour chaque fonction ci-dessous, déterminer une primitive
surl=10; +o[.

a)x'—>l b) x>’ c)x'—>1— d)xH1— e)xr>x°
X x? x3

Logique

Compléter les phrases ci-dessous.

a) Si F est une primitive d'une fonction f sur |, alors toute
fonction de la forme ... est aussi primitive de f sur I.

b) Considérant deux fonctions F et G dérivables surl,ona:
(F-G)’=0équivauta...

) Si deux fonctions f et g continues sur | sont égales, alors
leurs primitives ...

EXL] Primitives de fonctions usuelles
Choisir la bonne réponse.

1
1. Une primitive de x — T surl=1]0;+oo[ est:
X

[alx—Jx [Blx—2Jx [Clx—>-x E]pm—)ﬁ

2. Une primitive de x — 3x2 + x+ 1 sur R est:

[alx— 3 +x2+x
[Clx—3x3+x2+x

1
@xl—>x3+5x2+x

[d]x+—3x3 +%x2 +x
3. Une primitive de x — 1 sur]O; +oo est:
x
-1 1
[@alx—>— @xHL [c]lx—In(x) @xeln(—)
x x?2 x
EX8 Primitives et opérations

Recopier et compléter le tableau en proposant une fonction
fet une primitive F.

Forme (u fonction dérivable) f(x) Primitive F(x)

2u'u

~

c | <

EX1 Equations différentielles

Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
a) La fonction x — e3* est solution de I'équation ' + 3y =0.
b) La fonction x> 2 - e*est solution de I'équation ' - y=2.
c) La fonction x — 2 + e™ est solution de I'équation

Yy +y=2.

] Equations différentielles du type y’ = ay

Choisir la bonne réponse.
1. Lafonction x — 3e* est solution de I'équation différentielle :

aly’=3y [Bly'=-3y [cly'=- [dly=y

2. Lafonction x> 5e=2*est solution de 'équation différentielle:
[aly'=2y [Bly'=-2y [cly’=5y [dly'=-5y

Equations différentielles y’ = ay + b

Choisir la bonne réponse.
1. Une solution particuliére de I'équation différentielle

1
'+ 5)= 10 est la fonction constante égale a:
[al20 [b]-20 [cl10 [d1-10

2. Une solution de I’4quation différentielle y” =2y + 2 est :
[alx—e 2 +1 [B]x+>e-2¥_1
[Clxr—>e?+1 [d]x+—>e¥ -1

3. La fonction x +— 2 — e=** est solution de I'équation dif-
férentielle :

[aly’-4y=8 (Bly'-2y=8
[cly’ -8y=4 [d]y’ +4y=8
E= Lecture graphique (1)

Parmi les courbes suivantes,
retrouver celle qui correspond
ala solution de I'équation dif-
férentielle y” + y = 0 et qui

prend en 0 la valeur 5

EZ3 Lecture graphique (2)

On a représenté ci-dessous certaines solutions de I'équation
1
différentielle y’ = gz

On considére dans les
questions ci-dessous
toutes les solutions de
I'équation.

1. Soit un point M,
donné de coordonnées
My(xy i Jg)- Combien
de courbes passent
par M, ?

2. Montrer que les tangentes a toutes les courbes au point
d'ordonnée 2 sont paralléles a la droite y = x.

5 « Primitives et équations différentielles



126

d'application

Montrer qu'une fonction
est solution d'une équation ..
différentielle 5 119 117

.................................................

Vérifier que la fonction F est une primitive de f sur R.
a)flx)=3x+1 etF(x)=%x2 +x+3

b) f(x)=—x2+exetF(x)=_?1x3 +e¥ +1

C)f(x)=x4+x3+xetF(x)=%x5 +%x4 +%x2

m Vérifier que la fonction F est une primitive de fsur un
intervalle | a préciser.

a) f) =~ 2x+ 1 - — 2 et F(x) = —x2 + x— 8In (x - 4)

b)f(x)=ﬁ+1etF(x)=2\/;+x—1

m 1. Vérifier que la fonction F est une primitive de f
sur R.
a) f(ix) = (x+ 1)e¥et F(x) = xe*
(x2 = 2x + 1)e¥ ex
— = —etflx)=———
(x2 +1)2 (x) (x2+1)
2. Vérifier que la fonction F est une primitive de f sur
10; +eo[.

a)f(x)=e* (1;\/2;) etF(x)= \/;e"

b) f(x)=|n(x)+1+let Fix) =+ NIn(x) -1
x

b) f(x)=

m Vérifier que la fonction F est une primitive de fsur un
intervalle | a déterminer.

a)fix)=(x+1)2et F(x)= %(x +1)3

2x+1 -1
b)f(x)=—————etF(x)=———
Yix) (xz+x+1)2e () x2+x+1
2x+3 -1
f =0 F -
Q) (x2+3x+1)3 etFlx) 2(x?2+3x+1)?
- X = [x2
d) f(x)= > et F(x)=+/x?+1

x-+1

Vérifier que la fonction F est une primitive de fsur un
intervalle | a déterminer.
a) flx) = (3,6x+ 2,4)e~ 0¥ 1 4 et F(x) = (- 6x— 14)e~00*_ 1 4x
b) f(x) = (-x2 + 20x - 2)e"%1* et F(x) = 10(x2 + 2)e~ 0¥

X — X
O f(x) = &2” et Flx)= =

X X

X

d) Flx) = =5 et Flx)= 1%
ex ex

m Vérifier que la fonction F est une primitive de f sur un
intervalle | a déterminer.

Inx -1 X
f = F =
a)m)(MMZM(M s
by Flx)= 20X o py o X H2INY
X x
o) fix) =xQInx+ 1) et Fx) = x2In x— 1
d) f(x)= 2Inx et F(x)=(nx)2+5

m Vérifier que la fonction F est une primitive de fsur un
intervalle | a déterminer.

a) flx) = -4xe et F(x) = 2x + 1)e 2+ 3

b) flx) =Inxet F(x) =xInx - x

¢) flx) = 2 000e~%%* + 1552 + 50x et

F(x) =10 000e~%% + 5x3 + 25x2

La courbe ci-dessous représente une fonction f définie
sur R. On note f’ la dérivée de f et F une primitive de f.

J
7+

6+

Choisir la bonne réponse.

[a]f’ est positive sur [2; 4].

[B]f’ est négative sur [-3; -11.
[c]F est décroissante sur [2; 4].
[d]F est décroissante sur [-3; - 1].

m La courbe ci-dessous représente une fonction g définie
sur R. On note G une primitive de g sur R.

ry

Choisir la bonne réponse.

La fonction G est :

[a] convexe sur l'intervalle [-1; 5]

[B] concave sur l'intervalle [- 1 ; 5]
[c]croissantesur[2;5]  [d]décroissante sur[2; 5]



d'application

Primitive _
d'une fonction usuelle 2 p. 117

.................................................

- Dans chaque cas, déterminer une primitive de la
fonction fsur l'intervalle I.
a)flx)=e*;1=R

b)f(x)=ﬁ;l=]0;+°°[

Q) F(x)=+;1=10; +o[
X

d)f(x)=_—:;l=]0;+°°[
X

Dans chaque cas, déterminer une primitive de la
fonction fsur l'intervalle I.

a)f(x)=§x3;I=[R{
b) f(x)=%x2;l=[R

O f(x)=—3 ;1=10; +=]
X

L

d) f(x)=—;1=10;+[
X

Ensemble des rlmltlves d'une
fonction usuelle, primitive .,
avec conditions initiales B p. 119

.................................................

- Déterminer un intervalle sur lequel la fonction fadmet
des primitives, puis donner I'ensemble des primitives F de f.

1
a) fix) =e* b) f(x)=—/
Jx
O flx)=—+ d) flx) =
X

m Déterminer la primitive F de f vérifiant les conditions
initiales F(x,) = y, données.

a)f(x):ex;x0=0ety0=—e

=4ety,=0

b)f(x)=ﬁ;xo
C)f(x)=l;xo=1 ety,=-5

d) flx) = x2 iXg=-lety,=2

Déterminer la primitive F de f vérifiant les conditions
initiales F(x,) = y, données.

a) fix) =x3;xy=—2ety,=0
b)f(x)=%x2;xo= Tety, ==
1 1
C)f(x)=F;xo=EetyO=1
1
d)f(x)=?;x0=—1 ety,=0
La pente de la tangente en tout point (x; y) d'une

. L2 . .
courbe est égale a —- Trouver I'équation de cette courbe
x

sachant qu'elle passe par le point P(-1; =2).

.................................................

ﬂ Dans chaque cas, déterminer une primitive de la
fonction fsur R.
a)f(x)=4x3 + 32+ x+ 1

b) flx) =x* + x2+5
o) flx) =e¥+ 43
d) f(x) =2e*+3x2+5

m Déterminer I'ensemble des primitives de chacune des
fonctions fsur1=10; +o°[.

a)f(x)=l+x2
x
b)f(x)—\/;+x+2

) f(x)=i+5x
x

Choisir la bonne réponse.
1. Une primitive sur R de x+—> - 3e 3 est :

[a] x> -3e3 [blx+—>e 3+ e?
[clx—>-e 3"+ 2e [d]x+—>3e3

2. Une primitive sur R de x+> 2xe¥2 1 est :
[@]x— e¥'~1 +e2 [B] x> 2e¥" 1 + 2
[€]xr>2xe* 1 +e? [d]xrs>-e¥T+e2

3. Une primitive sur R de x+> (x + 5)e"%2 est :
[a] x> -5(x+ 5)e~02 [B] x> 5(x + 5)e~02~
[€]x > 5(x+ 10)e~ 02 [d] x — -5(x + 10)e~ 02

Déterminer une primitive de chacune des fonctions f
surl=R.

a) flx) =e~2*

b) f(x) = - 2xe~*

<) flx) = (3x% + 1)e*™**

d) flx) = x4 ¥+

m Déterminer I'ensemble des primitives de chacune des
fonctions f sur un intervalle | a déterminer.
2x +1 1
a)flx) = —— b) f(x) = ——
x2+x+1 x+1

=26+ N2 +29  d)F(x) = 2In(x)
X

Déterminer I'ensemble des primitives de chacune des
fonctions f sur un intervalle | a déterminer.

a) f(x)=3xe* +1 b) f(x) = (5x + 1)3
X X
aflx)= 3x2 +1 d) flx) = (3x2 +1)2
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d'application

Déterminer une primitive ., ...
avec conditions initiales “Edet <@ p 119

m Déterminer la primitive F de f vérifiant les conditions
initiales F(xo) =Y

a) f(x)=2(x-1e¥ %-2;x = 2 ety,=1

b) flx) = 2x+ 1)(x2 +x-1);x,=-1ety,=1

c)f(x)=£|n(x)+x ixo=1ety,=3
X

m Déterminer la primitive F de f vérifiant les conditions
initiales F(x) = .

6x+1
) =— =
a) flx) = 32 s g f0=0ety=0
1
b)f(x)=x|n—(x);x0=eety0=2
) flx) = 2% ; x = Tety,=0

m 1. Justifier pourquoi la fonction TICE

X
In(x) x e* + € admet des primitives sur 10 ; +of.
x

2. Al'aide de l'extrait Xcas ci-dessous, déterminer la primitive
quis'annuleen 1.

deriver (exp (x) *1n (x))

1n(x) *exp(x)+&x(x)

m On considere la primitive F de la fonction

1
1 —x
f(x)=2—5e 2 sur R et telle que F(0) = 1.

1. Montrer que F est croissante sur [-2In 4 ; +oo[.

-1
2.Déterminer les réelsa et b tels que F(x)=ax + b + e2’.
E Choisir la bonne réponse.

La primitive de la fonction f: x+— —7xe* qui prend en 0 la

valeur 7 est :

[al F(x) = (-7 - 7x)e* + 14
@F(x): 14 -7e*

[c] Fx) =14 - 7xe*

[d] Fix) = (7 - 7x)e*

E’ On considere la fonction f telle que :

-X

fix— (14x+42)e?.

1. Déterminer les réels a et b de sorte que la fonction
-X
F(x)=(ax + b)e 5 soit une primitive de f sur R.
2. Déterminer I'ensemble des primitives de f sur R.
3. Déterminer la primitive qui s'annule en 0.
=
On considére la fonctionf: x+—>2x -1+e 2.
Déterminer la primitive F de f telle que F(-1) = 3.

@ Choisir la bonne réponse.
1. Une solution de I'équation différentielle y” - 3y =0 est :
[alx—>e ¥ [B]lx—e¥ [clx—se™ [dlxr—e*

2. La solution de I'4quation différentielle y” = -5y qui prend
lavaleur TenOest:

[alx—e* [blx—1-e" [c]x—er [dlxrse™

3. La courbe ci-dessous représente :

[a] une fonction solution de I'équation y’ = —y
[b] une fonction solution de I'¢quation y’ =y
[] une fonction solution de I'équation y” =0
[d] une fonction solution de I'équation y” = x

m 1. Résoudre les équations différentielles suivantes.
, , 3
a)y’ =4y b)y ==

)y’ +2y=0 d)3y’-y=0

1. Résoudre I'équation y” - 10y = 0.

. . . . 2
2. Déterminer la solution qui prend en —0,1 la valeur =.
e

m 1. a) Résoudre 2y + 5y =0.
b) Déterminer la solution qui prend en 2 la valeur 1.
-5
—x+5
2.0n consideére la fonction f:x+>e 2
a) Vérifier que f est la solution trouvée a la question 1. b).
b) Etudier les variations de fsur R.
c) Etudier les limites de fen +x et en -,

m Pendant le premier mois de croissance de certaines
plantes, telles que le mais, le coton ou le soja, la vitesse de
croissance (en g/jour) est proportionnelle au poids P du

. N dpP
moment. Pour certaines especes de coton, E =0,21pP.

1. Déterminer la forme de la fonction P.
2. Evaluer le poids d’une plante a la fin du mois (t = 30) si
la plante pesait 70 mg au début du mois .



m On considere I'équation différentielle Algo £
100y” + 12y = 0 avec pour condition initiale y(0) = 100.

1. Résoudre cette équation différentielle.

2.0n considére l'algorithme suivant, en langage

Python # .Indiquer a quoi correspondent les valeurs
de a et de b obtenues en sortie de cet algorithme ?

from math import*
def £(x):
return (100*exp (-0.12%*x))
a=0
b=5
while (abs(b-a)>0.01):
m=(a+b)/2
if £(m)>80:
a=m
else:
b=m
print(a,b)

Ce tableau donne I'évolution

des ventes d'un produit commercialisé depuis 2000.

Rang de I'année

a partir de 2000 0 > 10 15 19

Montant des ventes

oy ) 0,8 1,3 2,17 3,59 5,34
en milliers d’euros

1. Ces résultats incitent a ajuster ces ventes par une fonction
f:x+—> aeb® avec a et b réels. Déterminer les valeurs de g et
de b telles que f(0) = 0,8 et f(10) = 2,17.

On donnera une valeur arrondie de b au millieme.

2. Ecrire I'4quation différentielle dont f est solution.

3. Estimer, en milliers d’euros, le montant des ventes en 2023.

Equation différentielle ot

y =ay+ = p.121
Résoudre les équations différentielles suivantes.
a)y’ =2y-1 b)y'=%y+1

Ay +2y=3 d) 2y’ -5y=1

m Choisir la bonne réponse.
1. Une solution de I¢quation différentielle y” + 7y = 21 est :

[@lx—e 7™ +3 [Blx—e™-3
[clxrse7*-3 [dlx—e”+3

2. La solution de I'équation différentielle y* = —y + 5 qui
prend la valeur 1 en O est:
[@]lx—5-4e>
[clxrse*

1.Résoudre y” — 2y =5.

2. Déterminer la solution qui prend en 0 la valeur 0.

[Blx—1-e5
[d] x> 5-4e5%

d'application

m Parmi les courbes suivantes, retrouver celle qui cor-
respond a la solution de I'équation différentielle y” + 2y =6
et qui prend en 0 la valeur 1.

m 1.a) Résoudre |'équation 5y” — y = 4.
b) Déterminer la solution qui prend en 5 la valeur —5.
1
—x-1
2. On consideére la fonction f: x> -4 —e5
a) Vérifier que f est la solution trouvée a la question 1. b).
b) Etudier les variations de fsur R.

c) Etudier les limites de fen +« et en — o,

Modélisation par une équation .
différentielle *A

..................................................

Une personne est placée sous
perfusion de pénicilline, a raison de 0,1 milligramme de
substance par minute. On note Q(t) la quantité de
pénicilline présente dans le sang au temps t (en minutes).
On admet qu'il existe une constante k > 0 telle que

Q'(t) =0,1 - kQ(t).

1. Sachant que Q(0) = 0, exprimer Q(t) en fonction de k et t.
2. La limite de Q(t) en +o dépend-elle de k ?

Interpréter dans le contexte.

3. Calculer k sachant qu'au bout de 3 heures Q est égale a
la moitié de la valeur limite.

m Dans un environnement oU la température est maintenue
a zéro degré Celsius, la vitesse de refroidissement d'un objet
est proportionnelle a la température de cet objet. Dans une
piéce ou la température est maintenue a 0 °C, un objet chauffé
a 100 °C voit sa température chuter a 45 °C en dix minutes.
On note T(t) la température (en °C) de I'objet aprés t minutes.
1. Etablir I'équation différentielle vérifiée par la fonction T.
Déterminer la fonction T solution.

2. En combien de temps la température de cet objet attein-
dra-t-elle 25 °C ? On arrondira a la minute.

5 « Primitives et équations différentielles
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d'entrainement

..................................................

m On consideére la fonction x+— f(x) = (x - 5)eE + 5.

1. Déterminer les réels a et b de sorte que la fonction
X X

x> F(x)=(ax + b)eg soit une primitive de x — (x - 5)e§
surR.
2. En déduire I'ensemble des primitives de f sur R.

Les propositions ci-dessous sont-elles vraies ou
fausses ?

Pour les questions 1. et 2., on admet que la fonction
x+— xInx - xest une primitive de Inx sur 0 ; + o,

1.0n consideére la fonction x— u(x) =3Inx-2x+ 1.
Proposition 1 : la fonction x+> 3xInx - x% + x est une pri-
mitive de u sur ]0 ; +o°l.

1
2.0n consideére la fonction x+— f(x) = —2In X.
e

Proposition 2 : Toute primitive F de f est telle que
F(e?) - Fle)=1.

3. On consideére la fonction x+— g(x) = 6e~2*1,
Proposition 3 : La fonction x — G(x) = 3(1 - e"2**1) est la

1
primitive de g qui s'annule en 7

1
: _
En remarquant que ————=—%—

= , déterminer la
xIn(x) In(x)

primitive de x — qui prend la valeur 1 en e.

xIn(x)

A l'aide de I'extrait Xcas ci-dessous, TICE

déterminer la primitive de x+— quis'annuleen 1.

X
x%+1

deriver (1ln(sqgrt(x*2+1)))

x2+1

On considére une fonction F de la forme F(x) = axe ™.
1. Déterminer le réel a de sorte que F soit une primitive de
la fonction f(x) = (2 - 2x)e’ .

2. Déterminer I'ensemble des primitives de f sur R. En par-
ticulier, donner la primitive qui prend en 0 la valeur 2,75.

Etude complete
d’une fonction primitive

..................................................

On considere la fonction F définie sur]0 ; + o[ par:
Fx)=(c+1)In(x+1)-3x+7.

On note € la courbe représentative de la fonction F dans

le repere (O, 1,J).

1. Montrer que, pour tout réel x appartenant a l'intervalle

10; + o[, F est une primitive de la fonction fix) = In(x + 1) - 2.

2. En déduire les variations de F sur l'intervalle ]0 ; +2°[ et

dresser son tableau de variations.

3. Calculer le coefficient directeur de la tangente a la courbe

% au point d'abscisse 0.
Bac S, France métropolitaine, 2015.

On considere la fonction f définie sur R par:
fit)=te"1 + 1.

1. Montrer que, pour tout réel t, f est une primitive de

(t+ el 1,

2. Etudier les variations de f sur R et dresser son tableau

de variations sur R.

3. Etudier les limites de fen + et en — .

Soit f la fonction définie sur R par :
fix) =x+In4) + 2 .
e¥ +1
1. Déterminer la limite de fen + o et en —co,
2. Etudier le sens de variation de la fonction fet dresser son
tableau de variations.

X

e +1

3.a) Montrer que, pour tout réel x, flx) =x+ 2 +In(4) -

b) En déduire I'ensemble des primitives de fsur R.
D’aprés Bac S, France métropolitaine, 2015.

On considere la fonction f définie sur R par:

f(x) = (—x2 + x + 2)e*.
Soit F une primitive de fsur R. F” désigne la dérivée de F sur R.
1.a) Déterminer F’(-1) et F*(2).
b) Etudier les variations de F sur R.
2. On admet qu'il est possible de trouver deux nombres
réels a et b tels que, pour tout réel x, F(x) = (ax? + bx - 1)e*.
a) Exprimer F'(x) en fonction de xet de a et b.
b) En utilisant les résultats trouvés a la question 1. a),
démontrer que, pour tout x de R, F(x) = (-x2 + 3x - 1)e*.
c) Etudier les limites de Fen + et en — oz,

Une entreprise vend des voitures
télécommandées. La vente mensuelle
varie entre 1 000 et 5 000 voitures.
Une étude montre que la recette
mensuelle totale de I'entreprise est
de 70 000 euros lorsqu'elle vend

1 000 voitures. On note r(x) la recette
mensuelle réalisée par I'entreprise, exprimée en dizaines
de milliers d'euros, pour la vente de x milliers de voitures.
1. Donner r(1).

2.0n admet que, pour tout x € [1; 5], la recette mensuelle
est modélisée par r(x) =6 + x+ 21In (x).

SES

a) Montrer que, pour toutx € [1; 5], r'(x) = x_:Z .

b) Etudier les variations de r sur l'intervalle [1 ; 5].

3. a) Justifier que I'équation r(x) = 10 admet une unique
solution o dans l'intervalle [1 ; 5], puis donner une valeur
approchée de o au millieme.

b) Déterminer le nombre minimal de voitures télécom-
mandées vendues a partir duquel I'entreprise réalise une
recette supérieure a 100 000 euros.

4. a) Soit g la fonction définie pour tout x € [1 ; 5] par
g(x) = 2In(x). Montrer que la fonction G définie pour tout
x € [1; 5] par G(x) = 2x[In(x) — 1] est une primitive de la
fonction g.

b) En déduire une primitive R de la fonctionr sur lintervalle [1; 5].
D’apres Bac ES, France métropolitaine, septembre 2018.



Equations différentielles
yzayety=ay+b . e

Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses ?
1. Soit '¢quation différentielle (E) : y* = 2y — 10.
Proposition 1: Les fonctions x — e%* + 5 et x —> 5 sont les
seules fonctions dérivables sur R et solutions de (E).
Proposition 2 : Les solutions sont de la forme x+> e2* + 5k,
avec k réel.

2. Considérons l'équation (F) : y =y’ +x2.

Proposition 3 : La fonction x+—> e* - x2 est solution.
Proposition 4 : Si un polynéme P est solution alors il est
du second degré.

1) 0n a représenté ci-dessous, Algo £
dans un repére orthonormal, la courbe représentative de
la fonction f dérivable sur R, solution de I'équation diffé-
rentielle (E): y/ + y=0 et telle que y

f(0) = e. 3 A

1. Déterminer f(x) pour tout x 5

réel. B

2.Soit cunréel donné de l'inter- 1

valle [1;e]. ) e

Résoudre dans R l'équation 0 1 2 3 4
e’ =cd'inconnue x.

3. Etudier la limite en + de la fonction x > e'™,

4. On considére I'algorithme suivant écrit en langage

Python ﬁ .

from math import*

def fonction_solution (x):
return (e** (1 -x))

p=int(input( "p=", ))

x=0

while fonction_solution(x)>10** (-p):
x=x+1

print(x)

Pourquoi est-on certain que, pour nimporte quel entier
naturel p rentré, l'algorithme va s'arréter ?

Choisir la bonne réponse.

1. Soit G la fonction définie pour tout réel x strictement
positif par G(x) =xInx-x+ 2.

G est une primitive de la fonction g définie sur 10, + [ par:

[alg(x) =xInx-1 [Blg(x) =Inx+ 2x
2
E]g(x)=1—x7+2x [d]g(x) = Inx
2. 0n considere la fonction H, définie pour tout réel x, par

H(x) = lIn (e2* +1).

2
H est une primitive de la fonction h définie sur R par :
o) =—S ) = o
X)=— X)=——
[a] e2x 41 L1 e2x 41
h( ) 1 e2x
X)=— = 1-—
[<] 2 41 [l ha=1-5 3

d'entrainement

3. On considére I'équation différentielle y + 5y = 3, ol y
désigne une fonction dérivable sur 'ensemble des réels. La
solution f de cette équation telle que f(0) = 0 est la fonction
de la variable x vérifiant pour tout réel x:

[a]fix) =0,6e>*+ 0,6 [b]fix) =-0,6e>*+0,6
[clf=0 [d]flx) =-3e>*+3

4.0n appelle 6;la courbe représentative d’'une fonction f
dans un repere orthogonal. Sur le graphique ci-dessous, on
a tracé 6, ainsi que les courbes I' et Q. L'une de ces deux
courbes est la représentation graphique de la fonction
dérivée f’ de f et I'autre représente une primitive F de f.
[a]Les courbes représentant respectivement f” et F sont T’
etQ.

[c]Les courbes représen-

tant respectivement f’ et 4

FsontQetT. 2

[B10n ne peut pas savoir —i— d
quelles sont les bonnes _1_2

courbes. »

[d]La courbe €,;n'admet

pas de tangente hori- -6

zontale au point d'asb- -8

cisse 2.

Equations différentielles
dans un contexte

.................................................

m 1. On considére
I'équation différentielle y'=-0,7y. La solution f de cette
équation telle que f(0) = e représente la fonction de
demande d’un produit ; elle met en correspondance le
prix f(x), exprimé en milliers d'euros, et la quantité x,
exprimée en tonnes, que sont préts a acheter les
consommateurs a ce prix. Donner l'expression de f(x).

2. La fonction g définie par g(x) = 0,5x + 0,7 est la fonction
d'offre de ce produit; elle met en correspondance le prix
g(x), exprimé en milliers d'euros, et la quantité x, exprimée
en tonnes, que sont préts a vendre a ce prix les producteurs.
On appelle h la fonction définie par h(x) = f(x) - g(x).

a) Calculer h’(x) ou h” désigne la fonction dérivée de la
fonction h sur l'intervalle [0 ; 5].

b) Etudier le signe de h’(x) pour x appartenant a l'intervalle
[0; 5]. En déduire que la fonction h est strictement mono-
tone sur cet intervalle.

¢) Justifier que 'équation h(x) = 0 admet une solution unique
a.sur l'intervalle [0; 5] et donner a I'aide d’une calculatrice
une valeur approchée de oca 1073 prés.

3. On appelle prix d’équilibre du marché le prix pour lequel
la quantité demandée par les consommateurs est égale a
celle offerte par les producteurs. On note p, le prix d'équi-
libre et g, la quantité échangée sur le marché a ce prix. Dans
la situation étudiée, on a donc f(q,) = g(q,).

Déduire des questions précédentes la valeur de g, puis
calculer p,.

5 « Primitives et équations différentielles
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d'entrainement

SVT

m En biologie, un modéle m

proposé pour la croissance d'étres vivants est le suivant :
tout individu de taille maximale M admet une vitesse de
croissance proportionnelle a la taille manquante. Autrement
dit, si on note C(t) la taille a l'instant t, cette fonction est
solution de I'équation différentielle C'(t) = k(M — C(t)).

1. Résoudre cette équation différentielle en supposant
que C(0)=0.

2. Vérifier que C est croissante et calculer sa limite en + o,
3. Une espece de mais a une taille maximum de 180 cm
et met 15 jours pour

atteindre la moitié de

celle-ci. Au bout de com-

bien de jours sera-t-elle

a moins de 10 cm de sa

taille maximale ?

SES

::{’8] Dans une économie m

keynésienne simple, la consommation C s'exprime par
I'égalité C = 360 + 0,8Y et / = 120, ou Y est le revenu et /
I'investissement.
Lorsque le marché est hors de I'équilibre on peut supposer
que le taux d'ajustement du revenu Y vérifie I'équation :
ﬂ =0,25(C+1-Y).
dt
A'la période initiale, le revenu Y, est égal & 2 000.
1. Ecrire 4quation différentielle vérifiée par la fonction Y.
2. Déterminer la fonction Y.
3. Etudier la limite de la fonction Y en + = et en déduire une
conclusion sur la stabilité de I'équilibre de cette économie.

m On considére m

une fonction f qui modélise sur l'intervalle [0 ; 14] la
fonction coUt total de production, en euros, d'un pro-
duit. Les lois de la logistique ont permis d'établir que la

SES

1
fonction P = 7 est solution de I'équation différentielle

4

P”=-0,4P + 0,02 avec P(0) = =

1. Déterminer la fonction P puis Vvérifier que la fonction
20

1+ 1567049 BV

Préciser la valeur de f(0).

fs'‘écrit f(q) =

2. Etudier les variations de

fsur[0; 14].

On donne ci-contre la repré-

sentation graphique I"de la

fonction f.

3. Pour tout g dans l'inter-
. fq)

valle [0;14],le quotlentT

est appelé co(it moyen de

production de g tonnes de e X

produit.

a) Pour g dans l'intervalle [0 ; 14], soit Q le point d'abs-
cisse g de la représentation graphique I" de la fonction f.
Montrer que le coefficient directeur de la droite (OQ) est égal

X f(q)
au colt moyen _q

b) Lentreprise cherche a minimiser le cott moyen de pro-
duction. Par lecture graphique, indiquer la valeur de g qui
réalise ce minimum et la valeur de ce minimum.
m Soit 'équation différentielle y’ =3y + 5 Algo £
avec la condition initiale y(0) = 1.

Grace a I'équation de la tangente a une courbe en un point,
on sait que, pour une fonction f dérivable en x, et pour un
réel h assez petit f(x0 +h)= f(xo) + hf’(xo).

La méthode d’Euler utilise cette approximation et I'égalité
f'(x) = 3f(x) + 5, pour tout x réel, pour reproduire des couples
(x, 7, représentant des points tels que y, = f(x,).

On choisit un pas h fixe et petit, les abscisses x;, x,, .., X, se

calculent pour touti compris entre O etn -1 parx;, , =x;+h.

Pour obtenir les valeurs successives y,, 7., .., J,, les calculs
s'enchainent de la maniere suivante :

Conditions initiales y(0) = 1.

* On calcule y'(0) en utilisant I'¢quation différentielle
¥(0) = 39(0) + 5.

* On calcule y(1) en utilisant I'approximation affine
(1) =9(0) + y(0) x h.

* On calcule (1) en utilisant I'équation différentielle
¥(1)=3y(1) + 5.

* On calcule y(2) en utilisant I'approximation affine
Y(2)=p(1) +y(1) x h.

e Et ainsi de suite ...

1. Justifier que, pour i compris entre 0 etn - 1, on a
Wi+ 1) = (3h + 1)y(i) + 5h.

Lensemble des points A(x; ; y;) donne une courbe repré-
sentant la fonction y(t), avec une bonne approximation
lorsque h est petit. ',
2. Compléter I'algorithme ci-dessous écrit en Python

o)
E*%

from lycee import*
from math import¥*
from pylab import*
def methode_euler(x,y,h,n) :
X liste=[x]
Y liste=[y]
xlim(-1,1)
ylim(0,10)
for i in range:
X=x+..
y=..
X liste.append (x)
Y liste.append(y)
return X liste , Y liste

Lien mini
lienmini.fr/maths-c05-07

method euler(0,1,0.1,100)
X,Y=methode_euler(0,1,0.1,100)
plot(X,Y, "r+")

show ( )




Temps de refroidissement Algo
La grand-meére de Théo sort un gratin du four, le plat étant
alors a 100 °C. Elle conseille a son petit-fils de ne pas le
toucher afin de ne pas se brler, et de laisser le plat se
refroidir dans la cuisine dont la température ambiante est
supposée constante a 20 °C. Théo lui rétorque que quand
il sera a 37 °C il pourra le toucher sans risque et sa grand-
mere lui répond qu'il lui faudra attendre 30 minutes pour
cela. La température du plat est donnée par une fonction g
dépendant du temps t, exprimé en minutes, qui est solution
de I'équation différentielle :
(B):y +0,04y=0,8.

1. a) Trouver une fonction constante solution de (E).
b) En déduire les solutions de I'équation différentielle (E).
c) Donner sa solution g définie par la condition initiale
g(0) =100.
2. En utilisant I'expression de g(t) trouvée, répondre aux
questions suivantes.
a) La grand-meére de Théo a-t-elle bien évalué le temps
nécessaire pour atteindre 37 °C?
b) Quelle est la valeur exacte du temps nécessaire pour
obtenir cette température ? En donner une valeur arrondie
ala seconde prés.
¢) Ecrire un algorithme qui permet de trouver la minute &
partir de laquelle le plat est a une température de 30 °C.
Programmer cet algorithme sur la calculatrice.

Bac STI2D, Polynésie, 2013.

Croissance de bactéries Algo £ SVT

Le nombre de bactéries B d’'une culture passe de 600
(a l'instant 0) a 1 800 en 2 heures. On suppose que le taux
de croissance est directement proportionnel au nombre
de bactéries présentes.

1.Trouver:

a) une équation avec des conditions qui traduisent le
probleme.

b) une formule qui permet de calculer le nombre de bac-
téries B(t) au temps t.

c) le nombre de bactéries aprés

4 heures. t-0

d) le temps t nécessaire pour quele | B+~ 600
nombre de bactéries dépasse 12 000. Tant que ..

2. Compléter cet algorithme afin e 12 000
qu'il donne le résultat attendu a la Fin tant que
question 1.d) (a la demi-heure pres).

 bilan_

]

EE) Un modeéle de bénéfice & SES
Une entreprise étudie la progression de ses bénéfices
ou pertes, évalués au premier janvier de chaque année,
depuis le 1" janvier 2009. Chaque année est identifiée par
son rang. A I'année 2009, est attribué le rang 0 et a I'année
2009 + n lerang n. Ainsi, 2011 a le rang 2. Le tableau suivant
indique pour chaque rang d'année x; le bénéfice ou la perte
réalisé(e), exprimé(e) en milliers d’euros et noté(e) .

o 0 1 2 3 4 5

J; —25000 -3,111 9892 | 17,788 | 22,598 | 25,566

On cherche a approcher ces bénéfices par une fonction.
On fait I'hypothése que la fonction f solution de I'équation
2y’ + y =30 permettra une bonne modélisation.

1. Déterminer la fonction f.

2. On considére que I'approximation des bénéfices par f
est satisfaisante si la somme des carrés des écarts entre
les valeurs observées y, et les valeurs approchées x; est
inférieure a 0,5. Lapproximation par fest-elle satisfaisante ?
(Le résultat obtenu a I'aide de la calculatrice constituera une
justification acceptable pour cette question.)

3. En considérant toujours ce modéle :

a) En quelle année le bénéfice évalué au 1" janvier dépas-
sera-t-il 29 800 euros ?

b) Ce bénéfice atteindra-t-il 30 000 euros ? Justifier.

El) carbone 14

Les organismes vivants contiennent naturellement du
carbone 14 (élément radioactif) provenant des rayons
cosmiques, qui est constamment renouvelé et qui se main-
tient a la valeur de 15,3 unités. A leur mort, I'assimilation
cesse et le carbone 14 présent se désintegre. On note f(t) la
concentration en carbone 14 présent dans un organisme
al'instant t aprés sa mort (t exprimé en milliers d’années).
A » On admet que fest une solution sur [0 ; + [ de I'équa-
tion différentielle y = 0,124y (E).

1. Résoudre I'équation différentielle (E).

2. Déterminer la solution f de (E) vérifiant la condition
initiale f(0) = 15,3.

B » On admet que la fonction f est définie par
f(t) = 15,3e~0124 syr [0 ; + o[

1. Déterminer les variations de f sur [0 ; +oo][.

2. Déterminer la limite de fau voisinage de l'infini. Interpré-
ter ce résultat dans le contexte de I'énoncé.

C » On rappelle que la fonction f donnée dans la partie B
donne la concentration en carbone 14 dans un organisme
apres sa mort en fonction de t (en milliers d’années).

1. Des archéologues ont trouvé des fragments d'os présen-
tant une concentration en carbone 14 égale a 7,27 unités.
Justifier que I'on peut estimer I'dge de ces fragments d'os
a 6000 ans.

2. Lorsque la concentration en carbone 14 d'un organisme
devient inférieure a 0,3 % de sa valeur initiale on ne peut
pas dater raisonnablement a I'aide du carbone 14.
Déterminer I'age a partir duguel un organisme ne peut plus
étre daté a I'aide du carbone 14.

5 « Primitives et équations différentielles
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I Décharge d’un condensateur physique
Un condensateur de capacité

Cfarads est chargé sous une

tension initiale de 20 volts. Il

se décharge ensuite dans un

résistor de résistance R ohms.

En notant u(t) la mesure de

la tension en volts au bout

de t secondes aux bornes du condensateur, u est alors une
fonction définie sur [0 ; +2°[, qui est solution de I'équation

, 1
différentielle "+ —y=0.
ifférentielle y"+ - -y

1. Résoudre I'équation et en déduire la fonction u.

2. Dans cette question R= 1000 et C= 104, Pendant com-
bien de temps (au centiéme de seconde pres) la tension
aux bornes du condensateur reste-t-elle supérieure ou
égalea5volts ?

EF Loi de refroidissement de Newton Chimie
Un corps est placé dans une enceinte dont on maintient la
température constante égale a 20 °C. A l'instant initial t = 0
sa température est égale a 70 °C et, apres 5 minutes, elle
n'est plus que de 60 °C. La température du corps (exprimée
en degré Celsius) est une fonction T du temps (exprimé en
minutes) définie sur [0 ; + [ ; |a loi de refroidissement de
Newton énonce que T’ est proportionnelle a T - 20.

1. Justifier que la fonction t — T(t) — 20 est solution d'une
équation différentielle de la forme y” = ky, puis déterminer
la fonction T.

2. Au degré pres, a quelle température sera le corps aprés
une demi-heure ? A la minute prés, au bout de combien de
temps aura-t-il une température de 40 °C ?

EE) Ecran plat

On cherche a modéliser

|I"évolution du nombre,

exprimé en millions, de

foyers francais possédant

un téléviseur a écran platen

fonction de I'année.

Soit g(x) le nombre, exprimé

en millions, de tels foyers 'année x. On pose x = 0 en 2005,
g(0) =1 et g est une solution qui ne s'annule pas sur [0 ; + 9]

1
de I'équation différentielle (E): y' = Z—Oy(m - ).
1. On considére une fonction y qui ne s'annule pas sur
1
[0;+[eton posez=5.

a) Montrer que y est solution de (E) si et seulement si z est

-1 1
=—z+—.

2 20
b) Résoudre I'équation (E;) et en déduire les solutions de

I'équation (E).

solution de I'équation différentielle (E;): z’

10
L
9e2 +1

2. Montrer que g est définie sur [0 ; + [ par g(x) =

3. Etudier les variations de g sur [0 ; + <.

4. Calculer la limite de g en +« et interpréter le résultat.
5. En quelle année le nombre de foyers possédant un tel
équipement dépassera-t-il 5 millions ?

Bac S, Pondichery, novembre 2008.

Epidémie

On étudie la progression d’ une Algo £
épidémie de grippe dans une population pendant 30 jours.
Au début, on constate que 0,01 % de la population est
contaminé. Pour t appartenant a [0 ; 30], on note y(t) le pour-
centage de personnes touchées par la maladie aprés t jours.
On a donc y(0) = 0,01. On admet que la fonction y ainsi
définie sur [0 ; 30] est dérivable, strictement positive et
vérifie (E) : y = 0,05)(10 - ). :
1. On consideére la fonction f définie sur [0 ; 30] par f = —.

Démontrer que y est solution de (E) si et seulement si f
satisfait aux conditions f(0) = 100 et f" = -0,5f + 0,05.

2. a) Déterminer une expression de f, puis en déduire celle
de la fonction y.

b) A quoi sert I'algorithme suivant dans le contexte de
cette étude ?

from math import*
def epi(x) :
return(l/(99.9%exp (-0.5%x)+0.1))
X=0
while epi(x)<5:
x=x+1
print(x)

3. a) Calculer le pourcentage (arrondi a I'unité) de la popu-
lation infectée apres 30 jours.
b) Etudier la limite de y en + = et linterpréter.

EH Equation y” =ay + ¢ ol @ est une fonction
Soit fla fonction définie sur R par f(x) = %e‘z" - 3e73¥,

A » Soit I'¢quation différentielle (E) : y/ + 2y = 3e73~.
1. Résoudre |'équation différentielle (E') : y + 2y =0.
2. En déduire que la fonction h définie sur R par

9
h(x) = Ee‘z" est solution de (E').

3. Vérifier que la fonction g définie sur R par g (x) = —3e~3*
est solution de I'équation (E).

4. En remarquant que f = g + h, montrer que f est une
solution de (E).

B » On nomme ¢, la co_gr?e représentative de f dans un

repére orthonormal (O, i, j) d’'unité 1 cm.
1. Montrer que pour toutxde Ron a (x) = 3e2¥ g - e‘x).

2. Déterminer la limite de fen + puis en —,

3. Etudier les variations de la fonction f et dresser son
tableau de variations.

4. Calculer les coordonnées des points d'intersection de la
courbe € avec les axes du repere.



CONTINU

M ECTA R | 'essentiel

Déterminer la primitive d'une fonction

Fonctions usuelles

Fonctions composées
Forme Primitive a une

de la fonction constante prés

’ u2
u'u —
2
ul
—avecu#0 In|ul
u
u'e! el
J

. Primitive F
Fonction f avec k réel
fix)=a Flx)=ax+k
flx) =x", 1
n entier négatif non nul |  F(x)=——x"*"+k
n+1
sauf -1
1
f = =
()= Fl)=2Jx +k
fix) = e* Flx)=e*+k
f(x)=— Flx)=In|x| + k
\ X

Trouver une solution
revient a trouver
une primitive def.

Résoudre une équation différentielle

Les solutions sont
de la forme x+— Ke?%,
avec K réel.

¢ Une solution particuliére
constante est de la forme

e Les solutions générales
sont de la forme

x+—> — + Ke%, avec K réel.
a
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| Je dois étre capable de... ) | Parcours d’exercices )
o anclonciony st ot & o Lo
P Déterminer une primitive A Eé‘éde 'Ew —> 3,5,7,36,38,42,48
P Résoudre les équations y’ =ay et y’ =ay+b g‘oﬂ% 3 —> 94125562
P Etudier une fonction solution d’une équation y” = ay + b '5@ —> 13,14,79,80
P Modéliser des phénomeénes gédi % 15,16, 67, 68

QCM interactifs
lienmini.fr/maths-c05-08

Pour les exercices suivants, choisir la (les) bonne(s) réponse(s).

(A (&) (C] (0]

- La fonction h définie sur]0 ; + o[ par 214 2In) (1 +1n0) w251 () 2% ()

h(x) = x2 In (x) est une primitive de :

La solution f de I'¢quation différen-
tielle y’ = 2y - 6 et qui vérifie la condition | flx)=-2e7*+3  flx)=-2e>+3 flx)=-2> -3 flx)= -2e% -3
initiale f(0) = 1 est :

La fonction x — —3e™ est solution

= "+y=0 ’=3 ’+3y=0
de I'équation différentielle : y=y yry y= yry
On consideére I'équation
(E1):y"=2-2y.0On appelle u la fonction 1 1 : v
solution de (E1) telle que u(0) = 0. E ?

Onaalors u(lnsz égala:

Pour les exercices et (101}, on considére I'équation (E2) : y” = -y + 2.
On appelle fla fonction solution de (E2) telle que f(In2) = 1.

La limite defen + » est égale a: + © ) 0 2
La courbe représentative de fadmet 1
au point d’abscisse 0 une tangente de 2 -2 0 5

coefficient directeur:

Pour les exercices et (103}, on considére Iéquation (E3) : 2y” +y = 10.
On appelle g la fonction solution de (E3) telle que g(2) = 11.

La limite de g en — w0 est égale a: +00 - 0 10
La courbe représentative de g 1 -1
admet au point d’abscisse 2 une tangente JE= W= y=3* IS

paralléle a la droite déquation :

136
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CONTINU

Culture de microbes SVT
Dans une culture de microbes, le nombre de microbes
a un instant t, exprimé en heures, peut étre considéré
comme une fonction y a valeurs réelles de la variable t.
La vitesse de prolifération a l'instant t du nombre des
microbes est la dérivée y” de cette fonction. On a constaté
que y’(t) = ky(t), ot k est un coefficient réel strictement
positif. On désigne par N le nombre de microbes a I'ins-
tantt=0.

1. Déterminer I'unique solution de I'équation différentielle
" =kytelle que y(0) = N.

2. Sachant qu'au bout de deux heures, le nombre de
microbes a quadruplé, calculer, en fonction de N, le
nombre de microbes au bout de trois heures.

3. Quelle est la valeur de N sachant que la culture
contient 6 400 microbes au bout Sode

de cing heures ? ‘A p.121

Primitives et équation y’=ay+b
Choisir la bonne réponse.

1. On considére I'équation différentielle 5 + 2y =6 ol y
désigne une fonction dérivable sur R.

On note f I'unique solution de cette équation différentielle
vérifiant f(0) =

La valeur de f(2) est :

[a]2e 4+3 [b]2e%+3

[c]5e%+3 [d]5e*+3

2. On considere la fonction f définie sur 10 ; +o°[ par
flx) = In(x). La primitive Fde fsur ]0 ; + o[ telle que F(1) =3
est donnée par:

[alFl) =xIn (x) - [b] F(X)=—
[€]FG) =xIn( [d]F() =xIn (x) -

3. On considére I'équation différentielle y” + 7y =0, ol y
désigne une fonction dérivable sur I'ensemble des réels.
La solution f de cette équation telle que f(0) = 9 est la
fonction de la variable x vérifiant pour tout réel x:
[a]flx) = 9e7* [B]fx) 9e‘7’f

[€]f(x) = - 9e7* [d]f(x) = —9e7*

4. On considére la fonction f(x) = 80 — 200025,
La primitive defquisannuleenOest:
[a] F(x) = 800(1 + x — 0025%)

[B] F(x) = 800(1 — x — e0.025x)

2x+5

(x)+3 x+4

[c] F(x)= 800(1 + % - eo,ozsxj

X
[d] F(x)= 800(1 - eo,ozsxj -
10 A .12
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Lecture graphique
On considére une fonction
f définie sur 10 ; +o[ par 5T

a 1
fx)==+b+4inx otaetb *

X 34
sont des réels a déterminer. o
On donne ci-contre sa courbe 4 :A
représentative dans un repére X

orthonormé ainsi que la o] 1 2 3 4
tangente au point d'abscisse 1.
1. Déterminer graphiquement les valeurs de f(1)et de f'(1).
2. Vérifier que le choix de a = 4 et b = -3 répond au
probleme posé.
3. Soit la fonction F définie sur 10 ; + o[ par :

F(x) = (4x + 4)In (x) - 7x. Sode
Montrer que F est une primitive de f. 5@ p. 121

Loi de Newton

La loi de Newton dit que la vitesse de refroidissement
d’un objet est proportionnelle a la différence entre sa
température T et la température ambiante T, (supposée
constante), ce qui se traduit par Iéquation T’ = o(T - T,),
ou o est appelé constante de proportionnalité et est
déterminée par des expériences en laboratoire. Les tem-
pératures sont exprimées en dégrés Celsius. Si la tempé-
rature initiale est 100 °C, alors on établit que oo = -0,1.
La piéce est supposée maintenue a une température
de 20°C.

1. Ecrire 'équation différentielle vérifiée par la fonction
T dans cette situation.

2. a) Vérifier que la fonction constante égale a 20 est
solution de I'équation. o5ode

b) En déduire la solution T. 26 p.121

Equation logistique
Un biologiste observe la croissante d’une population
de bactéries en milieu fermé. La population initiale est
de 100 bactéries. La capacité maximale du milieu est de
1 000 bactéries.
Soit N(t) le nombre de bactéries a l'instant t (exprimé
en heures).
Les observations faites conduisent a modéliser la situation
par I'équation différentielle :

N’'(t) = 0,07N(5)(1 - 1073 N(t)).
On suppose que, pour tout t, N(t) est non nul.

1
On pose P(t) =
N(t)
1. Montrer que P est solution de I'¢quation différentielle
Y =-0,07y+7x107>.
2. En déduire I'expression de P(t) puis 5ode

celle de N(t). p. 123
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