del”’é‘s

|
ans un étang, la population de poissons fluctue 80 % de poissons en moins
du tem dans la baie de Somme
au cours autemps. lienmini.fr/maths-c01-01
Plusieurs facteurs interviennent, comme la reproduction
des poissons ou I'hnomme a travers notamment la péche.

Comment le nombre de poissons
dans I'étang évolue-t-il ? ) Exercice 80 p. 35
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Utiliser des pourcentages

1. Un article colte 30 €. Son prix subit une augmentation de 10 %.
Quel est le nouveau prix de l'article ?

2. On s'intéresse a I'évolution de la population d’un village.

Année 2020 2021

Nombre d’habitants 3500 4025

Quel est le taux d'évolution en pourcentage du nombre d’habitants
entre 2020 et 2021 ?

Calculer les termes d’une suite définie

par une formule explicite

1. Soit (u,) la suite définie pour tout n € N paru, =3" - 1.
a) Calculer uj,

b) Calculer us. s
n+

2. Soit (v,) la suite définie pour toutn € N parv, = .
n+

a) Calculer v,
b) Calculer v,

Calculer les termes d’une suite définie

par une relation de récurrence

1. Soit (u,) la suite définie par u, =3 et pour toutn € N, u,, =2u, - 1.
Calculer les quatre premiers termes de la suite (u,).

2. Soit (v,) la suite définie par v, =-2 et pourtoutn €N, v, , =v, +n.
Calculer les quatre premiers termes de la suite (v,).

Utiliser les suites arithmétiques

Soit (u,,) la suite définie par uy=>5etpourtoutn e N,u
a) Déterminer la nature de la suite (u,)).

b) Donner l'expression de u,, en fonction de n.

c) Calculer u, .

n+1=un_3

Utiliser les suites géométriques

Soit (v,) la suite définie par v, =3 et pourtoutn €N, v, ,
a) Déterminer la nature de la suite (v,)).

b) Donner I'expression de v, en fonction de n.

c) Calculer v,

=2v,

Calculer des sommes

1. Calculer les sommes suivantes.

a)1+2+3+...+50

b)1+2+22+... 4212

2. Soit (u,,) une suite géométrique de raison -3 et de premier terme u, = 2.
Calculer la somme des 10 premiers termes de la suite (u,).

1 - Suites et modéles discrets




Activites

Y

Introduire la notion de limite d'une suite

A » Premiére étude de cas

On s'intéresse au nombre d’abonnés d'une plate-forme de streaming de musique
en France. En 2020, on compte 30 000 abonnés a la plate-forme.

Chaque année, 90 % des abonnés se réabonnent, et il y a 10 000 nouveaux abonnés.

1. Déterminer le nombre d’abonnés en 2021 et en 2022.

2. 0n note u, le nombre d'abonnés en milliers en 2020 + n.

a) Donner les valeurs de Uy U, etu,.

b) A I'aide de la calculatrice, calculer les valeurs de uy, U, Uy, et U,

c) Représenter graphiquement la suite sur la calculatrice.

d) Que se passe-t-il pour les termes u, quand n prend des valeurs de plus en plus grandes ?

B » Deuxiéme étude de cas
On s'intéresse a I'évolution d'une population de singes dans une réserve naturelle. En 2020, il y a 100 singes
dans la réserve. Chaque année, la population de singes augmente de 10 % par rapport a I'année précédente.

1. Déterminer le nombre de singes en 2021 et 2022.

2. 0n note v, le nombre de singes en 2020 + n.

a) Donner la valeur de v, v, et v,.

b) A I'aide de la calculatrice, calculer les valeurs de v, v3q, v, €t vy,

c) Représenter graphiquement la suite sur la calculatrice.

d) Que se passe-t-il pour les termes v, quand n prend des valeurs de plus en plus grandes ?

3. Que peut-on penser de cette évolution ? “» Cours 2 p. 20
\§ J
Y
209 min
- o o - - (3 o \
Découvrir des propriétes sur les limites

A » Théoréme de comparaison u, v,
On considére la suite (u,) définie par u,=n. 8T +
Soit (v,) une suite telle que pour toutn € N, v, = U,.On areprésenté 7 4
graphiquement ci-contre la suite (u))en bleu et la suite (v,) en rouge. 64 + T +
1. Donner la limite de la suite (u,) quand n tend vers + . 5 +
2. Conjecturer la limite de la suite (v ). 1 T

3+ +
B » Théoreme des gendarmes 7 2>+ + *
Soit (w,) la suite définie pour tout entiern =1 parw, = P 4+ o+

B n

On veut étudier le comportement de la suite (w,) quand n tend vers + . T S S Y N

0 1 2 3 4 5 6 7
1. Calculer les cing premiers termes de la suite (Wn).
2. En donnant un encadrement de (- 1), montrer que pour tout entiern = 1,on a A sw, < l
3. Représenter sur un méme graphique les suites (——), (—j et (Wn).

n)\n
4. Donner la limite des suites (_FJ et (—] quand n tend vers + o,
n

5. A l'aide du graphique, conjecturer la limite de la suite (w,) quand n tend vers + . “» Cours 3 p. 22

16



B Etudier des suites géométriques

Dans la cuisine de Diane se trouve un fromage posé sur un plateau. Le fromage
est réservé pour Diane. Le premier jour, elle mange la moitié du fromage.
Puis, le deuxiéme jour, elle mange la moitié de ce qu'il reste. Et ainsi de suite.

. . L 1
On note u, la part du fromage quelle mange le n-iéme jour. Ainsiu, = —.
2
1. Déterminer la valeur de u, et us.
2. Quelle est la nature de la suite (u,) ? Donner I'expression de u,en fonction de n.

3. On s'intéresse maintenant a la part totale du fromage mangée par Diane.
On note S, la part totale mangée par Diane entre le 1" jour et la fin du n-iéme jour.
Déterminer la valeur de S,, S, et S;.

(Y
TICE 32=min

4. On veut modéliser le probléme a l'aide d'un tableur. 4 A =
a) Recopier le tableau ci-contre dans un tableur 1 Jour S,
et compléter les cellules B2 et C2 avec leurs valeurs. 2 1
b) Quelle formule faut-il rentrer dans la cellule B3 ? 3 2

Et dans la cellule C3?
c) En étirant vers le bas, compléter les colonnes B et C.

u
Comparer cette valeur avec 1—1 ou g est la raison de la suite (u,).
-q

d) Pour des grandes valeurs de n, de quelle valeur semblent se rapprocher les termes u, ? Et les termes S _ ?

e) Diane peut-elle donner du fromage a sa sceur sans étre [ésée par rapport a ce quelle prévoyait de manger ?

“> Cours 4 p.24

Decouvrir les suites arithmetico-geometriques

personnes s'abonneront.
1. Déterminer le nombre d’abonnés en 2021 et en 2022.
2. 0n note u, le nombre d'abonnés en 2020 + n.
a) Donner la valeur de u, u, et u,.
b) Justifier que, pour toutn € N, u,,, =0,8u,, + 200.
¢) La suite (u,) est-elle arithmétique ? géométrique ?
3. Résoudre I'équation x = 0,8x + 200. On notera x, la solution de I¢quation.
4. Soit (v,) la suite définie par V,=U, =X
a) Calculer v, vy, v,.
b) En calculant “//—1 et “//—2, conjecturer la nature de la suite (v,).
0 1
5. On veut démontrer la conjecture de la question précédente.
a) Exprimer v, _, en fonction de u,, , puis en fonction de u,, et enfin en fonction de v,
b) En déduire la nature de la suite (v,).
¢) En déduire I'expression de v, en fonction de n puis celle de u, en fonction de n.

6. Quel sera le nombre d'abonnés en 2050 ?

vy
TICE 32=min

= Cours &4 p. 24
J

=32

Un nouveau magazine arrive sur le marché en 2020. La premiére année (en 2020), 500 personnes s'abonnent au
magazine. On prévoit que chaque année, 80 % des abonnés renouvelleront leur abonnement et 200 nouvelles

1 - Suites et modéles discrets
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Cours

c Définition et représentation graphique d’'une suite

Suite définie par une formule explicite

Définir une suite (u,) par une formule explicite, c'est donner l'expression de u, en fonction de n.

(CRemarque
On peut calculer directement n‘importe quel terme en remplacant n par le rang souhaité.

Exemple
La suite (u,) est définie pour toutn € N paru,=3n+1.

Onaalorsuy=3x0+1=1;u,,=3%x20+1=61

Suite définie par une relation de récurrence

Définir une suite par une relation de récurrence, c'est donner un (ou plusieurs) premier(s) terme(s)
et une relation permettant de calculer un terme a partir d’'un ou plusieurs termes précédents.

Exemple

La suite (u,) est définie par uy=-4 et pour toutn € Nparu,, ,=3u, + 1.
Onau,;=3uy+1=3x(-4+1=-11.

Etu,=3u; +1=3x(-11)+1=-32.

Représentation graphique Un Ay,
: . : ‘ : T +
Pour représenter graphiquement une suite dans un repére, on place les points :
de coordonnées (n; u,). 4 1,
I
Exemple 27, 1
On considere la suite (u,,) définie paru, =2n-1. 1 ""!‘
On la représente graphiquement comme ci-contre. f ——
-10 1 2 3
. . . _1 _-u0
Régle Représentation graphique d’une suite
avec une formule explicite ou une relation de récurrence
* Sila suite est définie par u,, = f(n), alors u, est I'ordonnée du point d'abscisse n
de la courbe représentative de la fonction f.
* Si la suite est définie par u,,, =f(u,), alors on construit les termes a I'aide
de la courbe représentative de la fonction fet de la droite d'équation y = x.
® Exemples
@ Siu,=f(n) @siu,,, =fu,)
u u =x
a1 n : 54 n y
€
T 4+
332 e o o 6,
i o L g AL L e TP
u 4 ! !
T [ n ol = !
: S RPN S l
10| 1 2 3 4 5 HE | n
L1 Y9l 1 2 5 4 56 7 89 0
“Tuz Uy ug u,
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2 Modéliser avec une suite

Enoncé
Un lycée a 1 500 éléves inscrits le 1¢" septembre 2020. Chaque année, 30 % des anciens éléves ne se réinscrivent pas
etil y a 500 nouveaux éléves.
1. Combien y aura-t-il d'éleves inscrits au lycée le 1" septembre 2021 ?

2. Modéliser la situation a I'aide d’une suite.

Bl Solution O Conseils & Méthodes _ |SNNININNNS

30

. s .
R (1 ~ ﬁ] L ﬂ ﬂSO % des éléves ne se réinscrivent pas. Cela correspond

a une baisse de 30 %. On multiplie donc par(1 - %}
ﬂ Il faut d’abord identifier ce que l'on veut modéliser :
ici le nombre d'éléves inscrits chaque année.

[y aura donc 1 550 éléves inscrits le 1°" septembre 2021.

2. Soit (u,) la suite correspondant au nombre d'éleves
inscrits le 1¢" septembre de I'année (2020 + n) ﬂ

up = 1500 ﬂ et pour toutn € N, ﬂ u, est le nombre d’éléves inscrits en 2020 + 0, soit en 2020.

ﬂ u, est le nombre d'éleves inscrits en 2020 + netu,
le nombre en 2020 + (n + 1), c'est-a-dire 'année suivante.

30
Uyt =unx(1—m]+1500=0,7un+1500 R

A vous de jouer ! [V

Nawal s'entraine pour un marathon. n Le 1°" janvier 2020, Mirunan place 5 000 € sur
Le premier jour d'entrainement, elle court 1 km. Puis, un compte épargne. Chaque année, il dépose 2 000 €
chaque jour, elle décide d'augmenter sa distance de course supplémentaires sur le compte en juin. Et le 31 décembre,
de 10 % par rapport au jour précédent. la banque lui verse 2 % de la somme disponible sur
Modéliser la situation a I'aide d’une suite. le compte. Modéliser la situation a l'aide d’une suite.

) Exercices 32 a34 p. 30
ode

2 Représenter graphiquement une suite définie par une relation de récurrence

Enoncé
Représenter graphiquement les 5 premiers termes de la suite (u,) définie par u, = 6 et pour toutn €N, u, . = —Eu +2.

.............. conseilS&MéthOdes (AR RN R RN NN NN N

Pour toutn € N, onau, ; = f(u,) avec f définie sur R ﬂ Pour représenter graphiquement une suite définie

par une relation de récurrence (u,,,, = f(u,)) on trace
la fonction f et la droite déquation y = x. Il faut
ensuite représenter les termes de la suite un par un.

par f(x) = —%x +2.

On commence par tracer la fonction f et la droite

d'équation y = x. Puis, on place uj, sur I'axe des abscisses. ®esesesesesesscsesesesesesesesesesnsnsassssaseseseses .
Pour obtenir la valeur de u;, on cherche I'image de u, par U, y=x
la fonction f. 31U,
On obtient donc la valeur de uj sur I'axe des ordonnées. " :
Pour continuer la représentation graphique, il faut avoir la valeur de u; sur I'axe Euj IIRY-E
des abscisses. uy ! T i-."i-.- ) . "'IO n
Pour cela, on utilise la droite d'équation y = x. _E ul31l ul4i ulzé N
Puis pour obtenir u,, on cherche I'image de u; par la fonction f. Et ainsi de suite. B 7 e e
E] Représenter graphiquement les quatre premiers n Représenter graphiquement les cing premiers termes
termes de la suite (u,) définie par u, = -8 et pour tout de la suite (u,) définie par u, = 6 et pour tout n € N,
u.,,=—u,+1 =_Z . -
nEN, Uy 4N Upp1 == 3Un * 5. > Exercices 35437 p. 30

1 - Suites et modéles discrets
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Cours

9 Limite d'une suite

Suite ayant pour limite un nombre réel

Une suite (u,) a pour limite un réel £ quand n tend vers +, si les termes u,, deviennent tous aussi proches
de € que l'on veut en prenant n suffisamment grand.

On dit que (u,) converge vers € eton note lim u, =¢.
n—+%

Suite ayant pour limite l'infini

Une suite (u,) a pour limite + (respectivement -) quand n tend vers +, si les termes u,, deviennent
tous aussi grands (respectivement petits) que I'on veut en prenant n suffisamment grand.

On dit que (u,) diverge et on note lim u, =+ (respectivement lim u, =-)
n—+o0 n—+o

(CRemarque Certaines suites n‘ont pas de limite, comme la suite (- 1)" qui prend alternativement les valeurs - 1
et1.

Limite des suites de référence

o Les suites (v/n), (n) et (n) avec k € N* tendent vers + quand n tend vers +0o,

1 1 1 *
e Les suites (—J, (—) et [_") avec k € N" tendent vers 0 quand n tend vers + .
Jn)\n) " \n

20

Limites d’'une somme et d’'un produit Limite d’'un quotient
Soit (u,) et (v,) deux suites, et £ et £’ deux réels. Soit (u,) et (v,) deux suites, et £ et £’ deux réels.
(u,) (v,) (U, +v,) (b, xv,) (u,) (v, u,
apour | apour a pour a pour apour | apour v
aoq a...a co.q 6oq n
limite | limite limite limite limite | limite apour limite
€ [ +4¢ x{ V4
14 ¢ #0 —
14
+oosif >0
—0sif <0 +
¢ 0
¢ e e indéterminée ou -
si€=0 o +oosi€ >0
—osif <0
o0 si 0> 0 020 '
' —o —o0 +O?SI€<(’) 0" —osif >0
indéterminée +oosi€ <0
sif=0
oo v +oosi¢">0 ou ¢ =0"
+ o0 + 00 + 00 + 00 —osi¢’ <0 ou £'=0"
400 —w indéterminée —o0 _» Vs -si{’>0 ou ¢'=0"
+oosi¢’ <0 ou ¢'=0"
% - % +° +o0 +o0 indéterminée
- +o | indéterminée - 0 0 indéterminée
(CRemarques

Dans les deux tableaux précédents :
(1) indéterminée signifie que c'est une forme indéterminée, et quiil n'y a pas de propriété pour déterminer la limite.

@) lim v, = 0" (resp. 07) signifie que [im v,=0etquev,>0 (resp. v, < 0) a partir d'un certain rang.

n—+

n—+%
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2 Déeterminer la limite d'une suute

Enoncé

Déterminer la limite des suites suivantes quand n tend vers + .

a) (u,) définie paru, = n? + 1 b) (v,)) définie parv, =
n

fl solution

-5n -n3

1
a) lim n2=+xet lim —=0donc lim u, =+ (par somme) ﬂ

n—+% n—+© N n—+%

b) lim Vn=+®et lim -5=-5donc lim —5yn = - (par produit) ﬂ

n—+o0 n—+% n—+%°
lim n3 =+%donc lim -n3
n—+% n—+%© n—+%©

c) lim 2=2, lim n=+%, lim 3=3et lim 5=5
n—+ n—+% n—+w n—+o

Donc lim 3n+5 =+ (par produit et somme) ﬂ ﬂ

n—>+

Donc lim w, =0 (par quotient) ﬂ

n—>+

A vous de jouer ! iy

E Déterminer la limite des suites suivantes quand n
tend vers + o,

1
a)u,=n’+n-5 b)vn=n2\/3+2 Aw, = -

2n-5

\‘S\ de
('8 | ever une forme mdetermmee

Enoncé

=-odonc lim v, =-o (par somme) ﬂ

c) (w,) définie parw, =

L Conseils & Méthodes [N

Pour déterminer la limite de cette suite
on essaye de décomposer la suite
comme somme de suites de référence.

Pour déterminer la limite de cette suite
on essaye de décomposer la suite
comme produit de suites de référence.

Pour déterminer la limite de cette suite
on essaye de décomposer la suite
comme quotient de suites de référence.

(résolus

3n+5

ﬂ Déterminer les limites suivantes.

Déterminer la limite des suites suivantes quand n tend vers + .

a) (u,) définie par u, = n%?-n b) (v,) définie parv,

fl solution

a) lim n? =+wet lim n=+%
n—+x n—+x

Donc on obtient une forme indéterminée « +0 —0 »

Pour toutn € N,u, =nx(n-1)

a) lim
n—+
_4n*
n+1

lim n=+»et lim n-1=+%,donc lim u =+ (par produit)

n—+0© n—+0 n—+%

b) lim n? =+, donc lim 4n? = +o (par produit) et lim n+1=+o

i—10 b) lim Lxl c) lim 3
o\ n? n—+o \/E n n—+o 1+l

) Exercices 38 a 40 p. 30

N Conseils & Méthodes [

i Pour lever une indéterminée,
on peut factoriser ou développer.

Pour lever une indéterminée
dans un quotient, on factorise

le numérateur et le dénominateur
par le terme de plus haut degré.

n—+%w n—+%w n—+%
. Ny R
Donc on obtient une forme indéterminée « — »
+00
2
n° x4 nx4
Pourtoutn EN,v = — donc Vo=
nx|1+— T+—
n n
lim n=+c,donc lim nx4=+xet lim —=0donc lim 1+—="1donc lim v, =+o% (par quotient)
n—+%© n—+% n—+% N n—+ n—+90

A vous de jouer ! [V

Pour chaque suite suivante, montrer que l'on a une
forme indéterminée et lever la forme indéterminée a l'aide
d’une factorisation.

a) u,=-n+2n? b)v,=n?-3n+1

ﬂ Déterminer la limite des suites suivantes.

au, =

3n+1
5n-2

) Exercices 41 abtb p. 30

1 - Suites et modéles discrets
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Cours

e Limite et comparaison

Théoréme de comparaison

Soit (u,) et (v,) deux suites.

On suppose qu'il existe un entier n, tel que pourtoutn=n, u, <v,.

*Si lim u, =+xalors lim v, =+co.

n—+o n—+o

*Si lim v, =-oalors lim u, =-c.
n—+o n—+o

p Exemples

@ Les suites (u,)) et (v,) tendent vers +o,

u.v
10+ " " -

9+ + o+
8+ + +
7+ + 4
6+ + +
s+ o+

4+ + +

3+ + 4+

2+ +

1+
n

o 1 2 3 4 5 6 7 8

Théoréme des gendarmes

Soit (u,), (v,)) et (w,) trois suites, et £ un réel.
On suppose que :

« il existe un entier naturel n, tel que
pour tout entier n = ny,v,su,sw,

e limv, = limw, =¢

n—+o n—+o
Alors la suite (u,) converge et lim u, =¢
n—+o»
® Exemple

Sur le schéma suivant, on a représenté
la suite (u,) en turquoise, la suite (v,) en rose
et la suite (w,) en violet.

unvnwn

21 '+

T
I S S S S N
01i41i’?’7§

A+

2+ +

‘I__

Sur les schémas suivants, on a représenté (u,) en bleu et (v,) en rouge avecu, <v,.

@ Les suites (u,) et (v,) tendent vers -,

Up Vi

0

-1+

\

2+ +
3+ + 4

44+ o+

5+ + 4+ o+

-6+ + o+ +

7+ + o+
-8+ + o+
-9+ +

Inégalités et limites

Soit (u,) et (v,) deux suites convergentes.

On suppose qu'il existe un entier naturel ng,
tel que pour tout entiern =n,,

=
u,sv,

Alors lim u, < lim v,
n—+o0 n—+o

p Exemple

Sur le schéma suivant, on a représenté
la suite (u,) en vert et la suite (v,) en orange.

unvn

54 +

4 : T +

+ +

3+ +

> T

i+ o+
|IIIIIIIn

ol 1 2 3 4 5 6 7 8
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sode
2 Utiliser le theoréeme de comparaison

Enoncé

1.Soit (u,) la suite définie sur N par u, = n + 2 X sin(n)
a) Montrer que pour toutn €N, u, =n-2
b) En déduire la limite de la suite (u,)

2. Soit v, la suite définie par v, = -n?-n+(-1)". - -
Déterminer la limite de la suite (v,). R, Conseils & Méthodes NN .

1.a)Pourtoutn €N, -1 <sin(n) < 1

Pour tout réel x, -1 < sin(x) < 1
et-1=<cos(x)<1.

ﬂOn ne peut pas déterminer directement
la limite de la suite (u,)) en utilisant les
propriétés des opérations car la suite
(sin(n)) n'a pas de limite.

Donc-2<2xsin(n)<2etdoncn-2<n+2xXsin(n) <n+ 2.
Pour toutn € N,u, =n-2
b) lim n-2=+co. ﬂ

n—tee On ne peut pas déterminer directement

e o . .
D’aprés le théoréme de comparaison, lim u, =+ la limite de la suite (v,) en utilisant les

n—+0
2.-1<(=1)"<T ﬂ Donc-n2-n-1<-n2—n+(-1)"<-n2-n+1. propriétés des opérations car la suite
) ) ((-=1)™ n'a pas de limite.
Doncv,<-n?-n+1 [.Or lim n? =+, lim n=+xet lim 1=1 . ) ) ] )
n—>+ n—>+ n—>+ ﬂApres avoir encadré v,, on détermine la
Donc lim =n? —n+1=-o limite des deux suites de I'encadrement
L i ) pour choisir quelle inégalité sera utilisée.
D'aprés le théoréme de comparaison, lim vV, ==% ®eecccsssesscccsscessccsossssscsssscessss .
n—+0
@ Soit (u,) la suite définie sur N par u, =n%-5x (- 1)". m Soit (v,) la suite définie sur N par v, =—Jn - cos(2n).
a) Montrer que pour toutn € N, u, = n%-5. a) Montrer que pourtoutn €N, v, < —\/— +1.
b) En déduire la limite de la suite (u,). b) En déduire la limite de la suite (v,).

nod, ) Exercices 45 a 46 p. 31
P Qe

2 Utiliser le théoréme des gendarmes

Enoncé

—)n

Soit (u,) la suite définie sur N" paru, =3+ (— Déterminer la limite de la suite (u,).
n

m L Conseils & Méthodes [N

On ne peut pas déterminer directement
la limite de la suite (u,) en utilisant les
propriétés des opérations car la suite
((-=1)™ n'a pas de limite.

On essaye donc d’abord d'encadrer la
suite (u,).

_1\n
Pourtoutn E N -1 < (-1)"< 1 ﬂ.Donc-ls( D sl.
n n n
1
Bore ity =30 L O I Lo
one3 —— =, =3+ r lim ﬂ,

n n—+% N
) 1 ) 1
donc lim 3-—= lim 3+—=3.
n—+% n  n—+» n

D'aprés le théoréme des gendarmes, lim u, =3. On détermine ensuite la limite des deux

=S suites de I'encadrement.
. . - * sin(n) 5x (=1
11 Soit (u,) la suite définie sur N" paru, = -5+ EF2 soit (v ) la suite définie sur N parv, =42 - I
. . .. . n n
Déterminer la limite de la suite (u,). Déterminer la limite de la suite (v,).

) Exercices 47 a 50 p. 31

1 - Suites et modéles discrets 23
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Cours

° Cas particuliers
Limite de g"

Soit g un réel positif ou nul.

eSio<g<1,alors lim g"=0 *Sig>1,alors lim g"=+» eSig=1alors lim g" =1
n—+o n—+% n—+o

n
TExemple 0<%<1. Donc lim (l) =0

n—+

Limite d'une suite géométrique

Soit (u,) une suite géométrique de raison g avec g = 0 et de premier terme u_ avecp € N.

1
*Sio=<g<1,alors lim u, =0 *Sig>1 etup>0alors lim u, =+
n—+ow n—+o

*Sig>1etu,<Oalors lim u, =- eSig=1alors lim u, =u

p n—+w n—+ow p

. NPT u
Exemple Soit (u,) la suite définie par u, =5 et pourtoutn €N, u, | = ?”

o . 1 .
(u,) est une suite géométrique de raison l oro=< § <1.Donc lim u,=0
3 n—+%

Limite de la somme des termes d’une suite géométrique
Soit (u,) une suite géométrique de premier terme u, (p€ N)etderaisong,avec0<g<1.

u
Soit S, la somme des n premiers termes de la suite (u,). Ona lim S =—2

n—+% 1-qg
® Démonstration &% 36
S =u +U_ . +U _+..+U o =U +UXG+U XG+...+u Xg"! Démonstration -
n=—"p  “p+l p+2 p+n-1 p P nq P q P qa lienminifr/maths-c01-04  [u]¥
1-
=ux(1+q+@+...+q"=u x—9_
p p 1-
0=g<1,donc lim g"=0
n—+%
) . 1-4q" 1 . 1 u
lim 1-g"=1et lim —q=—,donc lim S, =u X —— = —E—
n—>+00 ns+o 1-q 1-q n—>+o PP 1-g 1-¢g

Exemple Enreprenant l'exemple précédent, le somme des n premiers termes de (u,) a pour limite o soit
7,5 quand n tend vers + o, 1-=

Suite arithmético-géométrique

Une suite (u,) est arithmético-géométrique s'il existe deux réels a et b tels que pour toutn EN,
ona:u, ,=au,+b.

(CRemarques
(1) Sia=0,lasuite (u,) est constante. (2) Sia=1, la suite (u,) est arithmétique. (3) Si b=0, la suite (u,) est géométrique.

Exemple Soit (u, ) la suite définie paru,=-2 et pourtoutneN,u_..=2u_-1.
n 0 n+1 n

Suite arithmético-géométrique et suite géométrique

Soit (u,) une suite arithmético-géométrique de premier terme u, (p €N) et telle que
pour tout entiern=p, u, , =au, +baveca= et b=0.Soit £ le réel tel que £ = af + b. La suite (v,) définie

pour tout entier n = p, par v, = u, - £ est une suite géométrique de raison a et de premier terme Vp=Up,- €.

(CRemarque A laide de la suite (v,)), on peut déterminer I'expression de u,, en fonction de n.

1 — N—| - - - n—|
En effet, on a alors pour tout entiern = p, v, = v,xa P.Orv,=u,~-{.Doncu,=v, +{= v,xa P+f.
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Les rendez-vous
Sesamath

50de
2@ Etudier une suite géométrique

Enoncé

(résolus

Soit (u,,) une suite géométrique de raison Tetde premier terme u, = 5. Déterminer la limite de la suite (u,),

I'expression de la somme de ses n premiers termes en fonction de n ainsi que sa limite quand n tend vers + .

1
O<Z<1 ﬂ.DoncnI_iP:wun=0 Sp=Ug+Up+...+U, ﬂ

- n-1
S,=Ug+UgXq+...+UyX( ﬂ

1-q"

1-g ﬂ

A% A%

) L6 :

S =5x 4 =5x 4 =§>< 1—(1)

2 il El 3 4
4 4

1
0<Z<1 donc lim

n—+%

A vous de jouer ! [V

Pour chaque suite ci-dessous, déterminer sa limite
quand n tend vers +°,

Sy=ugX(T+g+q?+...+q™ ) =uyx

n—>+% n—+%

a) (u,) est la suite géométrique de raison 0,6 et de premier
terme u, =-2.

b) (u,) est la suite définie pour tout n € N par u, = -4 x 3".

25ode

Soit (u,) la suite définie par u, = 6 et pour toutn €N, u,,,,

Déterminer l'expression de u, en fonction n.

il solution

(u,) est une suite arithmético-géométrique. On suppose que (u,)

est convergente de limite x. lim (u,,;) = lim (3u_ - 4) donc x = 3x -4
n— n—+%

x=3x-4-2x=-4x=2
Soit (v,) la suite définie par v, =u, -2 [ Pour toutn € N,
Vi1 = Upyq =2 =3u,-4-2=3u,-6=3%x(u,-2)=3v,

Donc (v,) est une suite géométrique de raison 3 et de premier

terme v, =u,—-2=6-2=4.Donc pourtoutn €N, v, =4x3" u

Orvn=un—2.Doncun=vn+2etdoncun=4><3”+2.

A vous de jouer ! Jl.

Soit (u,,) la suite définie par uy=-2 et pour toutn € N,

p— 1, H .
Up,1 =2u, + 5. Donner l'expression de u, en fonction n.

n n
1 =0 .Donc lim 1—[1) =Tet lim S =Q
4 4 n=73

=3u,-4.

O Conseils & Méthodes RN .

Pour déterminer la limite d'une
suite géométrique, il faut regarder
la valeur de la raison de la suite.

ﬂ Le premier terme est u,
donc le n-iéme terme estu,,_,.

ﬂOn exprime les termes
de la somme en fonction
du premier terme
(ici ug), puis on factorise.

1- qn+1

ﬂ1+q+q2+...+q”=

m Soit (u,) la suite géométrique de raison 1
et de premier terme u, = 4. 5
Soit S, la somme des n premiers termes de la suite (u,).

1. Déterminer I'expression de S, en fonction de n.
2. Déterminer la limite S, quand n tend vers + .

) Exercices 51a 55 p. 31

® eevccve conseils & MéthOdes .........

On reconnait une suite arithmético-
géométrique avecu, , =au, +b.
On commence par résoudre I'équation

x=ax+b.

On étudie ensuite la suite auxiliaire (v,)
définie par v, = u, - € ou € est la solution
. deléquationx=ax+b.

ﬂ Pour montrer que la suite (v,) est
géométrique, il faut montrer que pour
toutne N, v

a1 = 4 XV, avec g un réel

fixé.
On exprime ensuite v, en fonction de n
puis u,, en fonction de n.

m Soit (v,) la suite définie par v, =7 et pour toutn €N,
V.1 =—4v, +10. Donner I'expression de v, en fonction n.

n+
) Exercices 56 a 59 p. 31

1 - Suites et modéles discrets
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| O Exos 4 Les rendez-vous
Meéthodes =_—
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50de

8

“» Cours 2 p.20 et Cours & p. 24

Enoncé

Soit (u,) la suite définie par u, = 4 et pour toutn €N, u__, =0,8u, - 4.

n+1
1. Déterminer I'expression de u,, en fonction de n.

2. Etudier les variations de la suite (u,).
3. Déterminer la limite éventuelle de la suite (u,,).
4.Soit S, la somme des n premiers termes de la suite (u,).

Déterminer l'expression de S en fonction de n et en déduire la limite de (S,). D'aprés bac

M ........ Conseils & Méthodes [N

1. (u_) est une suite arithmético-géométrique. 3 . . , . . 3
;) g 9 ﬂ Pour déterminer l'expression d'une suite :

arithmético-géométrique:  yode

& 8 P
Pour étudier les variations d’une suite,
on étudie le signedeu,, , - u,.
Siup,, —u,>0,alors la suite est
strictement croissante.
Siup,, - u, <0,alorsla suite est

strictement décroissante.

x=08x-4<02x=-4<x=-20
Soit (v,) la suite définie par v, = u_ —(-20) = u, + 20
Pourtoutn €N, v, =u, ;+20=08u -4+20

=08u +16=08%(u +20)=08%v,

Donc (v,) est une suite géométrique de raison 0,8 et de premier
terme v, = uy + 20 = 4 + 20 = 24. Donc pour toutn € N, v, =24 x0,8".
Orv, =u,+20.Doncu, =v, -20=24x0,8"-20.

-u, =24x0,8"1-20-(24x0,8"-20) ﬂ
=24x0,8""-24x0,8"
=24x0,8"%(0,8-1)
=24x0,8"x(~0,2)
=-48x0,8"

ﬂ Pour simplifier I'expression, on factorise.
Ici le facteur commun est 24 x 0,8".
De plus, 0,8™1=0,8"x0,8".
Pour déterminer la limite d'une suite
arithmético-géométrique, on utilise les
propriétés du cours pour les limites de
(g™ et les opérations sur les limites.

2. Pourtoutn € N, u

n+1

Doncu,,, —u, <0.Donc la suite (u,) est strictement décroissante.
3.0<0,8<1donc lim 0,8"=0 . Donc lim 24x0,8"=0

n—>+%0 n—+%

a Le n-iéme terme est u,,_,.

On regroupe les termes « —=20 »

le et la
D'oli lim 24x0,8" - 20 =-20 et donc lim u, =-20 p ~ ensemble et les termes de la forme
N—>+00 n—+oo © 24x0,8%ensemble.

4.5 =ug+u +Uy+ .U ﬁ

=24x0,8°-20 + (24 x0,8" - 20) + (24 x 0,82 - 20) + ... + (24 x 0,8™" - 20)
=-20xn+(24x0,8°+24x0,8" +24x0,82+... + 24 % 0,8™") 6

=-20xn+24x(1+0,8+0,82+...+0,8"")

— n — n
Donc S =-20n+24x 128" _ 0n+24x12%8" _ 505 +12001- 0,87
n 1-08 0,2

[ 1

Or0<0,8 < Tdonc lim 0,8"=0.Donc lim 1-0,8" =1donc lim 120 x (1-0,8") =120.

n—+x% n—+% n—+%
Or lim =20 x n=-donc lim S, =-

n—+x n—+%
Soit (u,) la suite définie par u, = -2 et pour tout 13 Soit (v,) la suite définie par v, =7 et pour toutn € N,
neN,u,,=3u,+8. V1 =06v,+2.
1. Déterminer I'expression de u, en fonction de n. 1. Déterminer I'expression de v, en fonction n.
2. Etudier les sens de variations de la suite (u,). 2.5oit S, lasomme des n premiers termes de la suite (v,).
Déterminer I'expression de S, en fonction de n, puis en
déduire la limite de S, quand n tend vers +,

) Exercices 67a77 p. 33



Les rendez-vous
Méthodes —_——
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.ék\ode
2§l Etudier deux suites croisées

Enoncé

(résolus

Cours b p. 24

On veut étudier I'évolution du nombre d’habitants entre deux villes A et B. On suppose que la population totale des
villes A et B est constante. En 2020, il y a 17 500 habitants dans chaque ville.

Puis d’'une année sur l'autre, on suppose que 15 % des habitants de la ville A partent pour habiter dans la ville B et
20 % des habitants de la ville B partent pour habiter dans la ville A.

On note u, le nombre d’habitants de la ville A en 2020 + n et v, le nombre d’habitants de la ville B en 2020 + n.

1. Déterminer la valeur de u, +v,, pour toutn €N

2. Justifier que pour toutn €N, u,_,

=0,85u,, + 0,2v, . En déduire que pour toutn € N, u

=0,65u,+7 000

n+1

3. Déterminer I'expression de u, en fonction de n. En déduire I'expression de v, en fonction de n.

ll solution |

1. La population totale des villes A et B est constante.
Donc pour toutn € N, u, +v, =17 500 + 17 500 = 35 000

2. 15 % des habitants de la ville A partent pour habiter dans la ville B
et 20 % des habitants de la ville B partent pour habiter dans la ville A.

ﬂ u.,;=085u +02v,

Donc pour toutn € N, u 1= 1—£ u +£v
m 100) " 100 "
20

Pourtoutn € N, u_,,=0,85u_ + WGS 000-u,) ﬂ
=0,85u_ +7000-02u,

Doncu,,; =0,65u, +7 000

3. (u,) est une suite arithmético-géométrique. ﬂ

7 000

x=0,65x+7 000 0,35x=7 000 < x =——— < x=20000.

1

Soit (w, ) la suite définie par w, = u_ - 20 000.

® sevccve conseils & MéthOdes lllllllll

La population totale des villes A et B est
constante. Donc u, + v, est constant.

- [ 15 % des habitants de la ville A partent
. " "pour laville B, cela correspond a

: une diminution de 15 %. Il faut donc

:  multiplier par(1 - i]

: 100

ﬂun +v,=35000,donc v, =35000-u,

Pour déterminer I'expression d’une suite

arithmético-géométrique: 5%
E q Bp.25

Pourtoutn € N, w, ; =u, ,-20000 = 0,65u, +7 000 - 20 000 = 0,65u, - 13 000 = 0,65(u, — 20 000) = 0,65w,,

Donc (w,) est une suite géométrique de raison 0,65 et de premier terme w,, = u, — 20 000 = -2 500.

Donc pour tout n € N, w, = -2 500 % 0,65". Or w, = u_ —20 000 donc u_ = w, + 20 000 et donc u, = -2 500 x 0,65" + 20 000.
u, +v, =35000.Doncv, =35000-u,=35000-(-2 500 x 0,65" + 20 000). Donc v, = 15 000 + 2 500 x 0,65"

A vous de jouer ! |l

On s'intéresse au nombre d'abonnés dans un club
de sport dans une ville qui contient 5 000 habitants.
On suppose que le nombre d’habitants dans la ville
est constant. La premiére année, il y a 600 abonnés.
Puis, chaque année, 60 % des abonnés se réinscrivent, et
10 % des personnes qui n'‘étaient pas abonnés s'abonnent.
On note u, le nombre d’'habitants de la ville abonnés au
club n années aprés l'ouverture du club et v, le nombre
d’habitants de la ville non abonnés au club n années apres
l'ouverture du club

1. Déterminer la valeur de u, +v,, pour tout n € N.
=0,6u,+0,1v,.
=0,5u,+500
4. Déterminer l'expression de u,, en fonction de n.

2. Justifier que pourtoutne N, u, ,

3. En déduire que pourtoutne€ N, u,

m RougeTel et BleuMobile sont deux opérateurs de
téléphonie dans une ville de 10 000 habitants. La popu-
lation est constante et tous les habitants sont abonnés a
I'un des deux opérateurs. En 2020, 2 000 habitants sous-
crivent a RougeTel. Chaque année, 80 % des abonnés de
RougeTel se réabonnent a RougeTel, et 30 % des abonnés
de BleuMobile changent d'opérateur et partent chez
RougeTel. On note u, le nombre d’'habitants abonnés a
RougeTel en 2021 + n, et v, le nombre d’habitants abonnés
a BleuMobile en 2021 + n.

1. Déterminer la valeur de u,, +v,,, pour toutn € N.
=0,8u,+03v,
=0,5u, + 3 000.
4. Déterminer les expression de u, et v, en fonction de n.
) Exercices 78 279 p. 35

2. Justifier que, pourtoutne N, u,

3. En déduire que, pourtoutne N, u, ,

1 - Suites et modéles discrets

27



apprendre a démontrer

La propriété a démontrer

La suite auxiliaire d'une suite arithmético-géométrique est géométrique.

© On traitera la démonstration de la facon suivante.

Soit (u,,) une suite de premier terme u,, , telle que pour toutn € N, u

e =au, +b,aveca=1.

Soit € la solution de I'¢quation x = ax + b. Soit (v,) la suite définie pour toutn € N parv, =u, - ¢.

\_Alors la suite (v,) est géométrique de raison a.

» Comprendre avant de rédiger

* Soit, par exemple, la suite (u,) définie par uy =5 et pourtoutn € N,u, , =2u, - 1.

x=2x-1&-x=-1&x=1.Lasuite auxiliaire est donc la suite (v,) définie parv,=u, - 1.
Onauy=5u,=2x5-1=9,u,=2x9-1=17,u;=2x17-1=33

Onadoncv0=u0—1 =4;v,=u;-1=8;v,=u,-1=16etv;=u;-1=32.

La suite (v,) semble géométrique de raison 2.

* Pour montrer qu’une suite (v,) est géométrique, il faut montrer que pour toutn € N, v,

avec g un réel donné.
Rediger
Etape @

On veut montrer que, pour tout
neN,v, ,=axv,.
On saitquev,=u, - ¢,

doncv, ,=u,, -t

On peut remplacer n

par la valeur que l'on veut.
Ici, on a choisi n + 1, pour
pouvoir faire apparaitre v, ;.

Etape @

On utilise une autre relation de I'énoncé :u, , =au, +b.

Etape @

N . . On isole I'inconnue
On cherche a exprimer € en fonction

dans I'équation.

deaetb.
Etape o On rappelle que
On remplace ¢ dans I'ex- pour soustraire deux fractions,

et on il faut qu'elles soient réduites
au méme dénominateur.

pression de v, ,,
simplifie I'expression.

Etape @

On veut montrer que

axb-axc=ax((b-c)
pourtoutnen €N, v,

1 =axv,.

On factorise donc par a dans l'expression dev, ;.

» Pour s’entrainer

+1 =XV

La démonstration rédigée

Pour toutn € N,

v =un+1_€

n+1

Vo =au +b-¢

Or ¢ est solution de I'équation x = ax + b.
Etx=ax+box-ax=boxx(1-a)=b

<:>x=LDonc€=—
-a 1-a

Donc:
=aun+b_L=aun+M
1-a 1-a
b—ab-b ab
+——— —=aq

T

vn+1

1-a 1—a

Donc :
b |_ 0
Vo,1=aX un—1— =ax(u,-€)=axv,
—a
Donc (v,) est une suite géométrique
de raison a et de premier terme v, = u, - €.

Utiliser la méthode de la démonstration précédente dans I'exemple suivant.

Soit (u,) la suite arithmético-géométrique définie par u, =5 et pour toutn €N, u

=3u,-8.

n+1

Déterminer la suite auxiliaire et démontrer qu’elle est géométrique.



