Le produit scalaire

| CAPACITES |

© Calculer la projection d'un vecteur sur un axe.

@ Interpréter H 3” cos(0) en termes de projection.
© Utiliser un produit scalaire pour démontrer I'orthogonalité de deux vecteurs, pour calculer un
angle non orienté.

o Utiliser un produit scalaire pour calculer des longueurs.

La Physique d’un avion en vol peut se résumer par

'équilibre de quatre forces opposables deux adeux:  Découvrons les

la portance et le poids, la traction et la trainée. fs‘:lrr“s: g:;usl;“e"’em
‘énergie fournie par chacune de ces quatre forces :

se calcule avec un outil mathématique qui est le I tenmini /10233216 |

produit scalaire.

Le poids d’un avion ’empéche-t-il toujours d’avancer ?

— Pour le découvrir Activité 1 p. 191




Pour retrouver les automatismes

................... S A E
- Relation de Chasles D C  pour retrouver
— - — g ;
Pour tous points A, B et C du plan : AB+BC=AC. 7 seaoulomslomes [o]iatM
—_ - - — —> B —
- Dans un parallélogramme : AB+AD = AC et AB=D ; lienmini f1/10333-217 |
A B

ﬂ Calcul avec les coordonnées
e S e o e
Dans le plan muni d’un repére orthonormé (O Vi ,j), on consideére les points A (X,; ¥a), B(Xg; V)

et K le milieu du segment [AB].On a:

— Xy +Xg Yaty
AB(XB—XA;yB_yA) K(_AZ—BF"AZ—B) AB:\/(XB_XA)2+(yB_yA)2

B Trigonométrie

Dans un triangle ABC rectangleen A,on a:
— AB . — AC — AC
cosABC = BE' sinABC = ac o tanABC = AR & B

Verifier les acquis de Seconde

(e
QC°1M Pour chacune des questions posées, indiquer la bonne réponse puis justifier.

1. Sur cette figure, E D
les vecteurs AB w‘ ontlaméme | sont colinéaires sont paralléles. | sont égaux.

direction. de méme sens.

=
etDE: F vv C
2. Sur cette figure, A — —

— = — — = —> —
ohi a8 A B FO=DE | FO+FE=2FK | FO+FE=DF | FD=CA

3. Dans un repére orthonormé

> >
(O i ) on considére les points = o s
A(-5;2),B(3;1),C(1;4),D(7;5) | ABsont Ksont(4;—l) Ksom(-ni) {BaD sont

(=9
(1)

et K le milieu du segment [AB]. Les =2;-1) (10;2)
coordonnées de:

4, E tlesd Ses du 3.,
ar)reprenan esdonnéesdu3.on | o o . PR T e

5. Sur cette figure, - AC IAK=ACxsin60°| AK=173cm | AK=1cm
ona: cos60°

6. S0 Cetts Ague. __AH | AH=061cm |AH=ACxsin30°| AH=173cm | [EB
ona: cos60°

— Voir Corrigé p. 294

CHAPITRE 9 « Le produit scalaire




Activités

Coupez ! Moteur! PHYSIQUE

(oJ:¥]{9 /3 Considérer le travail d’'une force lors d’'un mouvement rectiligne

Le travail, exprimé en joules (J), d’une force
>

constante F agissant sur un objet en déplace-
ment entre A et B est Iénergie fournie par cette
force. Ce travail est dit moteur lorsque la force
favorise le déplacement, résistant lorsque la
force s'oppose au déplacement et nul lorsque la force n'a pas d'effet sur le déplace-
ment.

Lorsqu'un avion vole, quatre forces principales s'exercent sur son centre : la por-
tance, le poids, la traction (ou poussée) et la trainée.

Pour chacune des trois phases de vol, décollage, palier et atterrissage, indiquer si le
travail du poids est moteur, nul ou résistant.

Décollage

Portance Palier

Portance Atterrissage

. . Trainée Portance
Trajectoire \A
R A L& ﬁ_'m.“ oood L
raction | ;w;" =
I NN

e

<

to'\‘_e_ ,:1‘)/ £
Poids " (Juactio

Poids

Conjecture avec GeoGebra - mémento GEE;RA p. 275

(oJ:7/9J[# Conjecturer plusieurs formules du produit scalaire — Cours 1D, 2A et 3 p. 194, 196, 198

Dans un fichier GeoGebra, placer des points A et B sur I'axe des abscisses, puis créer un point libre C. Créer les vecteurs

— —
AB et AC. Créer dans la barre de saisie le nombre (qui calcule le produit scalaire des vecteurs).
1. Déplacer le point C. Quel est le signe de W lorsque le travail est moteur ? résistant ?

2. Une premiére expression de W

a. Faire afficher I'angle a = BAC en radians et créer dans la barre de saisie le nombre c

[w1 = AB*AC*cos(a)]. :

b. Déplacer a nouveau le point C. Comparer les valeurs affichées pour W et w1. u

Conjecturer alors une formule pour le calcul de W. M a=sde ‘

3. Autres expressions de W B T e 7]

a. Créer dans la barre de saisie le nombre [w2 = x(U)*x(V)+y(W*y(v)], comparera W .

et conjecturer une deuxiéme formule du produit scalaire.
b. Construire la perpendiculaire a (AB) passant par C, puis H, le point d'intersection de cette droite avec la droite (AB).

Entrer alors dans la barre de saisie le nombre |w3 = AB*AH| et conjecturer une troisieme formule de W (on distinguera
plusieurs cas).
Remarque : H est appelé le projeté orthogonal du point C sur la droite (AB).



Activités

Travail de la résultante de deux forces . Prvsique

KL:V{o/] 8 Relier le travail de la résultante de deux forces et le produit scalaire — Coursig p.134
. . ad e z
Un objet soumis (en I'un de ses points) a deux forces constantes F, et £, se déplace de A vers B.
> > > o
Dans le plan muni un repére orthonormé (O 2 ; j), les coordonnées respectives des points A et B et des forces F, et ,
sont (3;1),(5;2),(1;2),(=3;4).
) 3 = S5 —
1. Faire une figure, puis calculer les coordonnées de F, + F, ainsi que celles des vecteurs —2F, et AB.
2. Dans le logiciel Xcas, I'instruction dot([2,1],[1,2]) permet de calculer le produit scalaire des deux  [Jaoc((2,11, (2,21)
vecteurs de coordonnées respectives (2; 1) et (1;2): | I
Alaide de Xcas, comparer les produits scalaires suivants :
— > > —
a. AB-F, et -AB.
>
On interpréte ce résultat comme le travail exercé par la force £, dont le point d'application se déplace de A a B suivant
une ligne droite (mouvement rectiligne).
—_ > > S — (> >
b. AB-F.+ ABF, et AB-(F +F).
On interprétera ce résultat en termes de travail d'une force.
->
»

c. TB-(—ZE)etE-F

Conjecture de la formule d’Al-Kashi GE%RA : HISTOIRE DES MATHEMATIQUES

ICTIEAITA Déterminer une relation entre les cbtés et les angles dans un triangle — €urs 4 p. 198
On considére un triangle ABC de cotés a=BC, b=AC et c=AB et d'angles A=q,
B=PetC=Y.
1. Une relation particuliere connue
Quelle relation y a-t-il entre g, b et ¢ lorsque ABC est rectangleen A ?

2. Conjecture a l'aide d'un logiciel

a. Sur GeoGebra, faire une figure correspondant a la situation.

Aide : créer les points A, B et C puis le triangle ABC et enfin les angles BAC,

ABC et ACB.

b. Créer dans la barre de saisie le nombre [d = a? — b2 — 2 + 2*b*c*cosal.
Déplacer les points A, B ou C.

Que remarque-t-on pourd?

c. Conjecturer alors I'expression de a* en fonction de b, c et cos a.

d. Quel résultat retrouve-t-on avec cette expression lorsque le triangle ABC est
rectangleenA?

Remarque : ce théoréme généralise ainsi le théoréme de Pythagore aux triangles
non rectangles.

Ce résultat est déja connu du célébre mathématicien grec Euclide des le u° siécle
av. J.-C. mais uniqguement sous forme géométrique (sans la notion de fonction
cosinus). Mais on lui associe en France uniquement le nom du mathématicien
perse Al-Kashi (xive siécle) dés les années 1990 alors que les appellations théo-
réme de Pythagore généralisé ou loi des cosinus étaient utilisées jusque-la. C'est
ainsi d'ailleurs que lI'on nomme cette propriété dans tout le reste du monde'!
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' 1 > Définition du produit scalaire

@ Norme d’un vecteur

Soit u un vecteur du plan et A et B deux pomts du plan tels que

ment [AB] ||al|= AB.

Produit scalaire de deux vecteurs

| DEFINITION 50|t3 etv deux vecteurs du plan. On appelle produit scalaire

des vecteurs U etv, et on note u- v le nombre réel défini par : v
0 \7_Hu||><“vchos(u,v) siu etv sont non nuls.
S
u

> > . D> . >
-u-v=0siuestnulousiv estnul.

EXEMPLE « Soient U et v deux vecteurs tels que ”5” =2, ||\7H =3 et(f/, \7)=%
-3 <l cos(d, 7) = 2x 3 cos T —6x 22 =342,
— Voir Exercice résolu 1

Vocabulaire

Pour tout vecteur i : 32=3-3:||EH2

7 2 a5 ,
Le réel positif u? est appelé

. - >
carré scalaire du vecteur u.

T D= -
01315 (admises) Pour tous vecteurs u,v,w et pour tout réel k,ona:

S
U' =v-u
> (—> — > > > >
u-\v+w/)=u-v+u-w
3 0)=0)-3 = kx(3-9)

@ Vecteurs orthogonaux

5 2 2 . 2
SN Deux vecteurs u et v du plan sont dits orthogonaux si I'un d'eux
est nul ou si leurs directions sont perpendiculaires.

S . 2 2 s
Wi 23149 (admise) Deux vecteurs u etv du plan sont orthogonaux si et
seulement si leur produit scalaire est nul.

— Voir Exercice résolu 2

@ Produit scalaire et angle trigonométrique

C
Soit A, B et C trons points distincts deux a deux du plan.
AB AC AB x AC x cosBAC
ExempLE ¢ Soit ABC un triangle tel que AB=4cm , AC=3 cm et BAC = 60°.
A B

— —> 1
AB-AC= ABxACX cos(60°) = 4><3><5:6.
— Voir Exercice résolu 2

®



Méthode

1 Utiliser la définition du produit scalaire
avec les normes et un angle

. > > 5 Pour utiliser la définition du produit
Dans chacun des cas suivants, u et v sont deux Méthode scalaire avec les normes et un angle
vecteurs non nuls. s ”
> > > > :
1. Calculer i -v sachant que ||d]| =5, [|v]| =3 @ Pour calculer G- et |[u]|, on applique les formules du
51 cours.

> >
et(u,v)=—.
( ) 6 @ Pour déterminer(ﬁ,?), on s'aide de la formule

> >

> > > >
2 ial:ule;||u” SAehanEqueTe =2, V” =4 3\7:HBH><||\7||>< cos(a,\7), on calcule cos(3,3)=%.
et(d,v)=7 0 bl

. . ' > N
” . 2>
3. Déterminer une valeurde(u,v) sachant que On en déduit une mesure de l'angle (4,v) a I'aide de la

G-v=-3,||dl|=0,5et|]v]| =6. calculatrice.
' Solution
1. 17\7=H3HX”\7“XCOS(J,\7):5><3><c055?n=15x(—?j:—1_5_2-\/§

2. 3~\7:||3H><H\7H><cos(3,\7)donne:2:4||3H><——2\@, soit : ||3||=f

3.0V =||3||><”\?“>< cos(ﬁ, \7) donne:-3=0,5x6Xx cos(ﬁ, \7), soit: cos(a, \7) =3 gi e
A l'aide de la calculatrice, on obtient(a, \7): 7 rad ou 180°.
— Voir Exercices 23 a 29 p. 202
ercice 2 Calculer le produit scalaire
esolU avec les normes et un angle
Soit ABC un triangle équilatéral de A ' Méthode Pour calculerle produit scalaire
o - avec les normes et un angle
coté 6 et | est le milieu du segment
[BC]. @ On détermine la norme de chacun des vecteurs.
Calculer les produits scalaires sui- @ On détermine une mesure de l'angle formé par ces deux
vants: vecteurs.

> — — - B C

— —>
1.BC-BA 2.1B-IC 3.CI-BC 4.CI-|

' Solution

— —> —
1. Les vecteurs ont la méme origine : on peut utiliser la formule BC-BA = BCxBA x cosCBA.
- — —>
Le triangle ABC est équilatéral, donc CBA = Z;— rad (ou 60°). On en déduit que BC-BA= 6 x6X cos X =36 1 18.

© On applique la définition.

> o —~ - — 3 2
2. Les vecteurs IB et IC sont opposés doncBIC=m etIB-IC=3x3 X cosmt=-9.
— — — —
3. Les vecteurs Cl et BC n‘ont pas la méme origine : on remarque que BC=-CB,
> — - —> - —> ~
donc Ci-BC = Cl-(~CB) = —Ci- CB = ~CIx CB x cosICB.
—~ > —
ICB=0.0nadoncCl-BC=-3x6Xxcos0=-3x6x1=~18.
Remarque : on utilise ici la propriété G- (kv) = (ki) -v = kx(d-v) (voir cours 1B).
- —
4. Le triangle ABC est équilatéral donc la droite (Al) est perpendiculaire a la droite (IC) : les vecteurs Cl et IA sont ortho-

- -
gonaux. On en déduit que CI-1A =0 (voir cours 1Q).

— Voir Exercices 31a 35 p. 202
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l 2 > Expression analytique du produit scalaire

> >
Dans toute cette partie, (O H j) est un repéere orthonormé du plan ; cela signi-
> >
fie que les vecteurs i et j sont orthogonaux et ont une norme égale a 1.

@ Théoréme et démonstration

Le produit scalaire des vecteurs a(x ;y)et \7(x' ;y’)est:
Uu-v=xx'+yy’.

> >
DEMONSTRATION « Soit, dans un repére orthonormé du plan (O;i '] ): les
> >
vecteursu(x;y)etv(x’;y’).

On utilise les propriétés vues en 1B. On obtient :
>

xi +yj)-(x7 +y'j)

\7 (XI) (x1)+(x7)( ) (yj) (x’l?)+(y7)-(y’7)

> >

X7 - l+xy1 j+ij /+yyj]
= ”2—12 1etj-j=“7” =12 =1. De plus, Iesvecteurs?etj'sont

C\l/ ':4/ Q»lf

Ori

2 2 s > > ,
orthogonaux donc - j= j-i=0.0nendéduit queu-v = xx"+yy’.

EXEMPLE » Soiti(—2;3) etv(1;5).
Onad-v=-2x1+3x5=13.

RemARQUE  En appliquant l'expression analytique du produit scalaire, on obtient
les deux propriétés ci-dessous.

— Voir Exercice résolu 3

Norme d’un vecteur

P fiszd . >
Siu a pour coordonnées (x; y), alors ||u”= X2y

| 5
—>

EXEMPLE » Soit le vecteur i(-3;2).

Onaljul|=+/(=3) +22 =9+ 4 =13, B

@ Vecteurs orthogonaux

-y <

PR 2 Dy , .
(L3 Lesvecteursu (x;y)etv(x’;y’) sont orthogonaux si et seule-
e 7 ,
mentsiu-v=xx"+yy =0.

ExempLE « Les vecteurs t(—1; 3) et v (6 ; 2) sont orthogonaux car

> >
u-v=-1x6+3x2=0.
— Voir Exercice résolu 4

©

Cette expression est appelée
I'expression analytique du
produ:t scalaire des vecteurs
uetv.

Attention : cette expression ne
s'applique que dans un repére
orthonormé du plan.




Méthode

; 3 Calculer le produit scalaire avec les coordonnées

> > Méthod Pour calculer le produit scalaire
s ay 5 2 H ethoae
Dans le plan muni d’un repére orthonormé (O;i,j ), on avec les coordonnées

. > 1 > L
considere les vecteurs u —5;5 et v(1;-4) ainsi que les © On identifie les coordonnées x, y et X', y’ de chacun
points A(-1;7),B(2;5),C(8;3). des vecteurs.
Calculer : @ On applique la formule U-v=xx"+ yy'.
1.0-v. € On calcule et on simplifie éventuellement au
2. AB-AC. maximum,

‘ Solution

» 1 z ’ ’
1. Les coordonnées du vecteur U sont x=—>5 ety= 5 et les coordonnées de v sont x’ = 1 ety'=-4.

On applique la formule :
Uv=xx"+yy =—5X1 +%x(—4)=—5—2=—7.
—_—  —> —
2. On commence par calculer les coordonnées des vecteurs AB et AC (rappel : AB(xg — X, ; ¥g — ¥a )-
Les coordonnées du vecteur A_)B sont:
(2—=(=1);5-7),50it (3;-2).
Les coordonnées du vecteur K& sont:
(8—(=1);3—7), s0it (9;—4).
On procéde alors comme dans la question précédente :
AB-AC=3x9+(~2)x(~4)=27+8=35.

— Voir Exercices 36 a 40 p. 202

| 4 Etudier analytiquement
' orthogonalité de deux vecteurs

) . N ‘ Méthode Pour étudier analytiquement
Le plan est muni d'un repere orthonormé (O; i,j ) l'orthogonalité de deux vecteurs

1. Les vecteurs u(—2; 3) et v(1;—4) sont-ils orthogonaux ?
2. Déterminer le réel x tel que les vecteurs i (x ; 2) et v(3; 1)
soient orthogonaux.

‘ Solution

1. On calcule le produit scalaire des vecteurs Uetv:
U-v=-2x1+3x(-4)=-2-12=-14,

> > > >
Onau-v # 0 donc les vecteurs u et v ne sont pas orthogonaux.

. . . > > .

2. On exprime le produit scalaire des vecteurs u et v en fonction de x :
U-v=xx3+2x(-1)=3x-2.
On résout I'équation u-v=0, qui équivaut a 3x—2 =0, soit 3x=2,d'ol: x=

© On calcule le produit scalaire en utilisant la formule
U-v=xx+ yy'.

ors il 2.
@ On utilise la propriété : t et v sont orthogonaux
équivaut a u-v=0.

Wl N

— Voir Exercices 42 a 47 p. 203

CHAPITRED -« Le produit scalaire @



' 3 > Produit scalaire et projeté orthogonal

Soit A, B et C trois points non alignés du plan, et H le projeté
orthogonal du point C sur la droite (AB).
—  —>

- Si les vecteurs AB et AH sont colinéaires de méme sens, alors :
— —>
AB-AC=ABxAH.
— —
- Si les vecteurs AB et AH sont colinéaires de sens opposés, alors :
_—
AB-AC=-ABxAH.

DEMONSTRATION e En utlllsant la relation de Chasles, on peut écrire
_— —> —> =D Sl

AC = AH +HC. Dou: AB-AC = AB-(AH+HC) = AB- AH+ AB-HC.
—_— —> —_— - — —>
Or AB et HC sont orthogonaux donc AB-HC =0 et AB- AC=AB - AH.

— —> — —>
1¢ cas : Les vecteurs ABet AHsont 2¢cas: Les vecteurs AB et AH sont
colinéaires de méme sens. colinéaires de sens opposés.

xly--

A

— — —> — — —
BAH=0et AB-AC=ABx AH BAH = rtrad ou 180° et AB- AC = —AB x AH

—  —>
RemARQUE - Si les vecteurs AB et AC sont orthogonausx, alors les points A et H

T
sont confondus et AH=0. On retrouve alors AB- AC=0.

On a AH = AC xcos HAG, ce qui sécrit aussi :
|aH|=[acllx cos(AR, AC).

l 4 > Théoreme d’Al-Kashi

On con5|dere un triangle ABC de c6tés a =BC, b = AC et c = AB et d'angles
A=, B= Bet C= Y.

— Voir Exercice résolu 5

Onalaformule : a? = b2 + c2 —2bccosA En permutant g, b, et c,
ona: b2=a?+c?—-2accosB et ¢2=a?+b?-2abcosC.

Cette formule est démontrée dans l'exercice FA. Elle sécrit aussi
BC? = AC? + AB? — 2AC x AB x cosBAC.

REMARQUE - Si le triangle ABC est rectangleen A, on a cosA=0soita? = b2 +c2

On retrouve le théoreme de Pythagore.
— Voir Exercice résolu 6

Vo;abulaire

. —_—>
On dit que le vecteur AH est le
pro;ete orthogonal du vecteur

AC sur le vecteur AB

Cette formule est appelée
théoréme d’Al-Kashi, du nom
d’un mathématicien perse du
xve siécle.

On l'appelle aussi le « théoreme
de Pythagore généralisé ».




Méthode

5 Calculer le produit scalaire avec le projete orthogonal

On considére la figure ci-dessous, I'unité de longueur étant le ' Méthode Pour calculer le produit scalaire
c6té d'un carreau avec le projeté orthogonal

© On s'assure que les deux vecteurs aient la méme

YNGR origine.
& @ On utilise le projeté orthogonal de I'extrémité
de I'un des vecteurs sur la droite passant par les

extrémités de I'autre vecteur.

© On obtient deux vecteurs colinéaires. On com-
pare le sens.

Q On utilise alors le théoreme.

Calculer les produits scalaires suivants :
— —> — —
1. AB-AC. 2.AD-DC.

' Solution

1. E est le projeté orthogonal du point C sur la droite (AB).
- —>

Les vecteurs AB et AE sont colinéaires de méme sens donc: .
—_— —>
AB-AC=ABxAE=4x1=4. f S 2

—_— —> .

2. Les vecteurs n'ont pas la méme origine. On remarque que AD = DB. A E D B
—_— > — —>

Donc:AD-DC=DB-DC.
—_—
E est le projeté orthogonal du point C sur la droite (DB) et les vecteurs DB et DE sont colinéaires de sens opposés donc :

—_— S 5 —>
AD-DC=DB-DC=-DBxDE=-2.

— Voir Exercices 50 a 53 p. 203

6 Calculer une longueur et un angle
avec la formule d’Al-Kashi

oy 5 Pour calculer une longueur
ABC est un triangle tel que AB = 3, AC = 8 et BAC = 60°. Méthode '~ angle avec la e

1. Calculer la longueur BC. d’Al Kashi

2. Déterminer une mesure de l'angle ACB. . ; . ) >
@ Faire une représentation graphique pour visua-

liser les longueurs et angles.

@ Ecrire la formule correspondant aux données et
al'inconnue.

© Appliquer cette formule.

' Solution

1. Les données et I'inconnue BC conduisent a utiliser la formule BC? = AC? + AB? — 2 x ACx AB cosBAC.
OnadoncBC2=82+32-2x8x%x3x%Xc0s60°=64+9—24=49 etdoncBC=7.
2. Linconnue ACB conduit a utiliser la formule AB? = BC2 + AC2 — 2 x BC x AC X cosACB.
BC2+AC2-AB? 72+8°-3’ 104 13

2xBCxAC  2x7x8 112 14
A la calculatrice, on trouve ACB = 21,79°.

On aalors cosACB =

— Voir Exercices 54 a 56 p. 203
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Différentes expressions
l 1) du produit scalaire de deux vecteurs non nuls

- Avec les normes et les angles

EREREED

Pl
u
C
—_— —> —
AB-AC= ABxACXxcosBAC ﬁ
A B
- Avec les coordonnées

> >
Soit, dans un repére orthonormé du plan (O i /) les vecteurs G(x; y) etv(x’;y’).Ona:u-v=xx"+yy’

- Avec le projeté orthogonal
Soit A, B et C trois points non alignés du plan, et H le projeté orthogonal du point C sur la droite (AB).
C

. é -2 . 7 .
Si AB et AH colinéaires
de méme sens,

Tly-------°

— —

alors AB-AC=AB x AH. B
—_ —>

Si AB et AH colinéaires
de sens opposés, :

TS :
alors AB-AC=—-ABx AH. i

H A B

Ona:AH=ACxcosHAC, ce qui s'écrit aussi ”ﬁ”:“A_&”x cos(m, KC))

' 2 ) Propriétés du produit scalaire

> S hny
- Pour tout vecteuru,ona: u-0=0-u=0

> > > y
- Pour tous vecteurs u, v, w et pour tout réel k,on a:

> > >
iv=vi BGeR=dieiw  6(0)=(E) P =kxGD)

v

> >
- Vecteurs orthogonaux:u Lv < u-v=0

<v

v

l 3 } Formule d’Al-Kashi

a?=b?>+c2—-2bccosA b?=a?+c*—2accosB c¢?=a?+b?—-2abcosC




