GEOMETRIE

Chapitre 12

Geometrie analytique
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© Savoir représenter un vecteur dont on connaft les coordonnées
et savoir lire les coordonnées d'un vecteur.

© Savoir calculer les coordonnées d'un vecteur et la norme
d’un vecteur.

© Savoir calculer les coordonnées d’'une somme de vecteurs,
d’'un produit d’'un vecteur par un nombre réel.

@ Savoir calculer la distance entre deux points et les coordonnées
du milieu d'un segment.

© Connaitre le déterminant de deux vecteurs dans une base
orthonormée et ses applications a I'alignement, au parallélisme.

© Savoir résoudre des problémes en utilisant la représentation
la plus adaptée des vecteurs.

N Culture scientifique

René Descartes (1596-1650) est un mathématicien et philosophe

frangais. Il a révolutionné la géométrie en la reliant & l'algébre.

Pour simplifier la résolution de problémes géométriques, il introduit

I'idée d'associer des points du plan & des coordonnées (m, y) et des
courbes a des équations algébriques dans des repéres, dit cartésiens.

Et sinon, dans
la vraie vie ?

Le systeme GPS utilise un modéle de la Terre basé sur un repére
cartésien, ou les positions des satellites et du récepteur GPS sont
définies en fonction de coordonnées cartésiennes.

Les positions des satellites sont connues avec une grande précision
et servent de points de référence pour déterminer la position du
récepteur.
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Cours et applications directes

@ Exprimer un vecteur en fonction de deux vecteurs non colinéaires

Soit U et U deux vecteurs non colinéaires du plan. Tout vecteur W peut s'exprimer en fonction de U et de V.

Exemple

Les vecteurs U et U ne sont pas colinéaires donc on peut exprimer le vecteur w
en fonction de U et .

Ona:wW=3u+27.

© Base du plan et coordonnées d'un vecteur
- On dit que deux vecteurs non colinéaires ; et 3 forment une base du plan. On note cette base (Z, 3)

- Soit (;, 3) une base du plan et & un vecteur.
Dire que U a pour coordonnées (:B 3 y) dans la base (;, 3) signifie que u=xi+ Y]

Exemple

—

U =21 — 7 donc i a pour coordonnées (2; —1) dans la base (i,7) %

’ L ( 2 )
On écrit: u .
-1

@ Repére du plan

Soit O un point et 7 et j deux vecteurs non colinéaires. On dit que le triplet (0; i, 7) = /
est un repére du plan. Le point O s'appelle l'origine du repere (O; T, 3) .7/ ‘5
2 32 ‘7
On dit que le repeére (O i, J) est: Q/;_):
- orthogonal si les vecteurs 1 et J ont des directions pgrpendicu|aires ; // 1
- orthonormé s'il est orthogonal et si les vecteurs ¢ et j ont la méme norme. / - »
(!

Remarque

Par abus de langage, on dit que les coordonnées d'un vecteur & dans un repére ( O; i, 7) sont les coordonnées

du vecteur U dans la base (;, 3)
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n Soit U et v deux vecteurs non colinéaires du plan.
Exprimer les vecteurs représentés en fonction de 4 et ¥.

 /

Y‘
:11 &

u Soit (0; 1, 3) un repére du plan.
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- Placer le point D tel que CD 1)

a. Exprimer chaque vecteur représenté en fonction de % et J puis en déduire ses coordonnées dans le repére ( O 3T, ])
— - - —7
UL = 1 J donc Uy
4
— — — A
- U9 = donc U9 < > u}««"""ﬂ»/’ 3 X 4
B il ) ; _1?
| Ugq
— — et B L \ i
“u3 = donc us =i 14 N
Us 7 5 X
6 =5 -4 -3 -2 -10[ 1 2 M 4 5 6
— b 144 N7
cUg = donc uy4 P 7 \ U9
" ) \‘
us
— —
- Uy = donc us
7 . P . . —+
b. Determiner graphiquement les coordonnées des points A et B puis du vecteur AB.
a Dans le repére (O @, ) ci-contre :
4
a. Placer les points A (—4;2),B(2; 3)etC (1; —1). 3
re % 3 . . 2
b. Construire le représentant de U1 9 d'origine A.
_)lﬂ
— (2 . J 5
c. Construire le représentant de Uy _1 d'origine B. -6 -5 -4 -3 -2 -1 0O N 1 2 3 4 5 6
— (-3
d. Construire un représentant des vecteurs U3 1/ -2
— (0 — (4
Uy 9 ) etus 0/-

Chapitre 12 « GEBométrie analytique



Cours et applications directes
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© Coordonnées d’un point du plan
Soit (O 1, 7 ) un repére et M un point. —YM 1',<M
On appelle coordonnées du point M, dans le repére (O @, 7), 7 .

-
-
e

Pg

- < - >
l'unique couple de nombres (:L'M; yM) telqueOM =Xpr 1 +Yp J. IR IESE Y8

Exemple
- = . 2 =
OM = 374 + 2  donc M a pour coordonnées (3; 2) dans le repére (O 7, 7).

Remarque

b i d ” i ’
Siw = OM alors le vecteur U et le point M ont les mémes coordonnees.
Les coordonnées de 1 dans la base (7, ; j) sont les coordonnées de M dans le repere (O 7, 7).

@ cCalcul des coordonnées d’'un vecteur

Soit (O3 %, J) unrepére du plan et A (za;ya)etB (zp; yp ) deux points. ;‘}We—“é‘i o
Le vecteur AB a pour coordonnées : AB . 7 b
Y — YA -
-2-10|=>1 3
Bl £

Exemple
Danslerep‘ere(O;;,3),onaA(—2; 2)etB(2;3)

— = — _(— —
or AB (mB wA) donc AB (2 3 ( 22)> donc AB (i)

Yp — YA

Les coordonnées d'un vecteur ne dépendent pas du représentant choisi.

Soit (O; i, 3) un repére du plan. 4 (wﬁ> etv <m7’) deux vecteurs et k un nombre réel.
Yu Y
S o L (kxzg N TR T
Ona: - U=0LTz;=%=TzetYy="Y3 ‘ku U+
k %y Yi + Yz

@ Déterminant de deux vecteurs

2+ 3 N — = .
Soit (O; %, 7) unrepeére, U ( ”) etv ( ”) deux vecteurs.
Ya Yz
Ty Ty

On appelle déterminant de 4 et de U le nombre : det (4 ; v)= o
u v

Exemple
) - (2 - (5 Lo 2 5
Soit les vecteurs U 5 etv i alors:det (4; U) = 3 1= 2x1—(-3)x5=1T.
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Dans un repére du plan (O; 7, 3), on considére les points :
A(2;5),B(-1;3),c(-2;1)etD(—5;—1).

— —
a. Déterminer par le calcul les coordonnées des vecteurs AB et CD.

b. Que peut-on en déduire pour le quadrilatere ABDC' ? Justifier.

2 = — 4 — =2
Dans un repere (O; 1y ] ), on considére les vecteurs U 5 etv 3 )
Déterminer les coordonnées des vecteurs :

— .
w1 =-—-31u

- oo =S /(=3\ = /(1 — (7,5
Dans un repére (O; (i ) on considére les vecteurs U, U et AB

a. Calculer det (ﬁ X )

L
b. Calculer le déterminant des vecteurs U et AB.

Soit (O i, 3) un repére du plan.

o (=12 (9
a. Montrer sans utiliser le déterminant que les vecteurs U ( 3 > etv < sont colinéaires.

—6

b. Les vecteurs u ( ) etv ( sont-ils colinéaires ? Justifier sans utiliser le déterminant.
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@ cCondition analytique de colinéarité :

Soit U et U deux vecteurs, les affirmations suivantes sont équivalentes: - U et U sont colinéaires ;

-det (4 ¥) = 0.

Exemple 9 8 2  _8
Soit les vecteurs U (_3) et U ( ),det (u;9)= ‘*3 12‘ =2x12—(-3) x (-8)=0.

2
Donc les vecteurs U et U sont colinéaires (on remarque que v=—4 ’Zi).
Méthode

—
- Démontrer que trois points 4, B et C sont alignés équivaut & démontrer que les vecteurs AB et

AC sont colinéaires.

—
- Démontrer que deux droites (AB) et (CD) sont paralléles équivaut & démontrer que les vecteurs AB et

CD sont colinéaires.

@ coordonnées du milieu d'un segment

Soit (O; 2, 3) un repére du plan etA(wA; Yya ) etB(:L'B; yB) deux points.

TA+x -+ I g W B S B
Le milieu M de [AB] a pour coordonnées : M < A 5 5 ; Ha 5 VB ) L P i

-2-10[>1 2 3 4
1
Exemple

—-2+4 3+1
On considére les points A (—2; 3) et B(4; 1). Soit M le milieu de [AB] alors : M ( 2+ ; _;_ > donc M (1;2).

@ Distance dans un repére orthonormé

Soit (O; ;, 3) un repére orthonormé du plan et A (:L'A s YA ) et B ( TB; YB ) deux points.

LadistanceentreAetBestAB:\/(xB—mA)z—i—(yBAyA)?. g L; il el
-2-10[>1 2 3 4
i

Exemple

- -

(O}, ) estun repére orthonormé du plan et A (—2; 3) et B(4; 1) deux points.

AB:¢($B*$A)2+(9B—QA)2=\/(4—(—2))2+(1—3)22\/62‘1'(‘2)2:\/364—4:\/4_0:2\/1_0,

@ Norme d'un vecteur dans un repére orthonormé

. 2 = . . = Ly
Soit (O; 1, ]) un repére orthonormé du plan et © un vecteur.
Yi

) el
La norme du vecteurﬁestHﬁH: x§+y% P :

—2-10[>1 2 3 4
1

Exemple

=F =3 - 5
(O; i, J) estunrepére orthonormé du plan et U (2) un vecteur, |

U|| = v/52 4 22 = V25 + 4 = V29,
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Dans un repére du plan (O i, 3) on considére les points
A(1;3),B(—4;13),C(2;-3)etD(5;-9).

a. Déterminer par le calcul les coordonnées des vecteurs AB et CD.

b. Prouver que les droites (AB) et (CD) sont paralléles.

Dans un repére du plan (O i, 7 ), on considére les points A (=2;1),B(3;2),C(4;

a. Déterminer par le calcul les coordonnées du milieu M de [AC].

b. Déterminer par le calcul les coordonnées du milieu N de [BD].

c. En déduire que ABCD est un parallélogramme.

~1)etD(-1; —2).

Dans un repére orthonormé du plan (O 7, 7 ), on considére les points A (—1; 3), B(3; 0) etC (—4; —1 ).

a. Calculer les longueurs AB, AC et BC.

b. Etudier la nature du triangle ABC.

Chapitre 12 « GEométrie analytique
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Exercices | Parcours 1

n Le plan est muni d’'un repére (O ; 2, 3)

a Le plan est muni d’un repére (O; 7, j).
Dans chaque cas, placer le point B qui convient.

8. [ — 77
4 ‘ ‘ AB=31 +2)
31 irAr;» T

—10[,1 234567
T ’L‘; 1 i I )

- —
4 A AB=31 —2)
R
24
7T

—10[,1 234567

(I8 | Chapitre 12 « GEBométrie analytique

Dans chaque cas, déterminer graphiquement les coordonnées du vecteur U.

2o e o
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H Le plan est muni d'un repere (O; i, 3)
Dans chaque cas, construire le représentant du vecteur U d'origine A.
a. o /3 b. 5 /-1
4 Avec U ) 4 Avec U .
4 3
31 3 g
— 2 2 X
3? lh:Ax | ;} 1A‘ ‘
~10[,1 2 3 456 7 ~10|,1 23 4567
7 1
c. |5 = d. 1 L (3
4 Avec U 4 A Avec U .
A = —4
3 X 3 X
2 2
P | 7Yy |
—IQ T>‘1 2 3 4 5 6 7 -10 _}1 2 3 45 67
7 v
Le plan est muni d'un repére (O; i, 3) 5
a. Placer les points A (—3;4) et B(2;1). 4
— 3
b. Déterminer graphiquement les coordonnées du vecteur AB. 5
Par | hique : AB ( )
ar lecture graphique :
> 1
N | g |
c. Calculer AB: 5 4 -3 -2 10 "1 2 3 4 5
‘ Lt
— (TB — TA — - — o
AB ( ) donc AB ( )donc AB ( ) ?
YB — YA = _9
d. Soit C (—1; —3), déterminer par calcul les coordonnées ) 3=
H 4
du vecteur AC. ‘ -
—5
H Dans un repére du plan (O i, j), on considére les points A (—5; 2), B(—1; —3),C (2; =5) et D (8; —2).
—
Calculerdet | AB; CD ).
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n Dans un repére du plan (O ; i, 7), on consideére les points A (3; —1),B(—1; =3),C (5;0) et M (z; y).

Ia . ’ —>
a. Déterminer les coordonnées des vecteurs BC et AM.

) —
1. Déterminer les coordonnées de M tel que AM = BC.

a Soit (O; i, j) unrepéreduplan, A(2;1),B(5;3),C(—1;-2)etD(-2;3).

— —
2. Déterminer par le calcul les coordonnées des vecteurs 3 AB et 4 CD.

. — —
b. En déduire les coordonnées du vecteur u = 3 AB — 4 CD.

a Dans un repére du plan (O; i,7), on considére les points A (3;2), B(—3;3)etC (—7;5).
—  —
2. Déterminer par le calcul les coordonnées du vecteur 3 AB — 2 AC.

. ) — — —
b.Soit M (z;y ) Déterminer par le calcul les coordonnées de M tel que AM =3 AB — 2 AC.

n Dans chaque cas, déterminer si les vecteurs U et  sont colinéaires ou non.

ci(Has(7)

V(0B Chapitre 12 - GEomé&trie analytique
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C.

<1 +1\/§) °tv (1 —_i/§>

Dans un repére du plan (O; i, 3) on considére les points A (1; —=2), B(—7;2),C(—2;6)et D (16; —4).
Les droites (AB) et (CD) sont-elles paralleles ?

ﬂ Dans un repére du plan (O ; i, 3) on considére les points I (—2;3), J(13; —7) et K (—14; 11).
Les points I, J et K sont-ils alignés ? Justifier.

Dans un repére du plan (O; i, 3) on consideére les points E (—5;3), F(2;4)etG(3; —1).

a. Déterminer les coordonnées du milieu I du segment [EG].
b. Déterminer les coordonnées de M, symétrique de F par rapport a I.

c. Quelle est la nature du quadrilatere EFGM ?

n Dans un repére orthonormé du plan (O ; 1, 3), on considere les points A (—3; 1), B(1;3)etC (4; —3).

a. Etudier la nature du triangle ABC.

—
b. Calculer la mesure de I'angle BAC. Donner la valeur exacte, puis la valeur approchée au dixieme de degré pres.

Chapitre 12 « GEométrie analytique VAl
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Exercices | Parcours 3

n Dans un repére du plan (O ; i, 3), on considére les points A (3; 8) B(5;2)etC (7;1).
- — —%
Déterminer les coordonnées de M tel que 2 AM — 3 BM + MC = 0.

o s
u Sur la figure ci-dessous, I est le milieu du segment [AB] et K celui de [CI]. Le point J est tel que : CB =3 CJ.

— —
On munit le plan du repére | 4; AC, AB |, démontrer que les points 4, K et J sont alignés. B

u Soit(O;Z,})un repére orthonormé. On donne les points A (—%; 2),3(—2; 5),C <5; —2—),D (3; %)

a. Démontrer que ABCD est un trapéze.

) — 3 — )
b. Soit I le point défini par TA = 1 ID. Calculer les coordonnées du point I.

c. Les points I, B et C sont-ils alignés ?

Chapitre 12 « GEométrie analytique




Autoévaluation

Corrigé QCM
{

|y "Sur Sacado via votre ENT ' [
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[
|
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QCM - Pour chacune des 10 questions suivantes, Ma note L g %‘
une seule des trois réponses proposées est exacte. /10

En considérant la situation suivante, répondre n Soit D (13; 12) et E (—13; —19) alors :

QHE HUESHONE dkaflE a.[ ] (AB) et (ED) sont paraliéles

b. D ABED est un parallélogramme

(3
ondonne 4 (55 —2),B(—-1;2)etu (_2>. c.[ ] (AD) et (BE) sont paraliéles

Soit (O f, 3) un repeére orthonormé du plan,

) e
Les coordonnées de AB sont :

I:I — 4
o AB 0 Les coordonnées du milieu de [AB] sont :

a.D (25 0)

— (6

b.[] 4B (_4> b.[] (35 -2)
( .

4;0)
e.[] TB(“‘)

4

C.

3 I =I5 o
F Soit v ( 8 > alors det (U, 4 ) =
Les coordonnées du point symétrique de A par

a.[]o0 rapport & B sont :

b.[ ] 6 a.[] (11; -4)
c.[] -6 Bl (=71 86)
c.[ ] (6;0)
det (XE ; ﬁ) =
a[] O
b.[ ] 24
c.[] 12 n La distance AB est égale a:
a. D 213
& - b.[] 52
Les vecteurs ABetu N D 721
a. D sont colinéaires
b.[ ] ne sont pas colinéaires
c.[ ] sontégaux
H Soit C (14; —8), alors: m ||1d]]| =
a. [:] A, B et C sont alignés a. [:l 13
b.[ ] A, BetCne sont pas alignés b.[ ] V5
c.[ ] c€l4B c.[ ] V13
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Compléter le script ci-dessous pour qu'il renvoie les coordonnées du vecteur AB,
la longueur AB et les coordonnées du milieu de [AB], A et B étant deux points
de coordonnées données dans un repére orthonormal.

1 from math import *

> a = float(input("Saisir 1’abscisse du point A : "))
b = float(input("Saisir 1’ordonnée du point A : "))
¢ = float(input("Saisir 1’abscisse du point B : "))
d = float(input("Saisir 1’ordonnée du point B : "))

def coordonneesVecteur(a,b,c,d):

1l

8 abscisse_vecteur_AB
9 ordonnee_vecteur_AB = .....

10 return abscisse_vecteur_AB, ordonnee_vecteur_AB

12 def distance(a,b,c,d):

15 def coordonneesMilieu(a,b,c,d):

16 abscisse M = .....

17 ordonnee_M = .....

18 return abscisse_M , ordonnee_M

o print("Les coordonnées du vecteur d'origine A et d'extremité B sont ",coordonneesVecteur(a,b,c,d))

21 print("La longueur AB est ", ............ e )

22 print("Les coordonnées du milieu de [AB] sont ™, ... ... i e )

Compléter le script ci-dessous pour qu'il détermine la colinéarité ou non de deux vecteurs U et U de coordonnées données.

from math import *

s def colinéaire(a,b,c,d):

4 FEEUPT su ses nuwnervsssensnvnmunyn == 0

5

s a = int(input("Saisir 1'abscisse du vecteur u : "))
b = int(input(“"Saisir 1'ordonnée du vecteur u : "))

¢ € = int(input("Saisir 1l'abscisse du vecteur v : "))

s d = int(input("Saisir 1'ordonnée du vecteur v : "))

10

w I

print(“Les vecteurs u et v sont colinéaires")

13 else
print("Les vecteurs u et v ne sont pas colinéaires™)
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